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مةمقد  

ــــر جمعيــــة أصــــدقاء الرياضــــيات أن تضــــع بــــين يــــدي مجتمــــع  المهتمــــين يس

ـــاب ضـــمن ب ـــذا الكت ـــا ه ـــيات Ã موريتاني ـــلة الأوÄالرياض ـــن  السلس ـــداراتها Ã م إص

  . راÅ وأولمبياد الرياضيات الوطنيمجال مسابقات 

ــــاب  ــــيع الكت ــــع مواض ــــارة عــــن جم ــــادمــــادة الرياضــــيات Ã عب ــــوطني  الأولمبي ال

ــــا ــــنة الس ــــتوى الس ــــيات لمس ــــيات للرياض ــــنة بعة رياض ــــن س ــــنة  2017م إÄ س

ــع ، 2024 ــة علميــة تســاهمالتفصــيلية هــا ولحلم Ã تنميــة مواهــب  بمنهجيــة تربوي

ـــذ  ـــاعدهم Ã التلامي ـــابقات الوتس ـــن المس ـــوع م ـــذا الن ـــير له ـــا تحض ـــا وطني وإقليمي

ــت تصــرف الأســ .ودوليــا ــن اتذة كمــا يضــع تح ــا ، غيــر التقليديــة التمــارينبنكــا م مم

  عملية التعليم والتدريب.تحسين اكتشاف التلاميذ الموهوبين و Ã يساعد

ـــدار    ـــم إص ـــد ت ـــا مواضـــيع أح ـــالج كـــل جـــزء منه ـــة أجـــزاء، يع ـــاب Ã ثلاث ـــذا الكت ه

ـــــة ل ـــــاد لأالأدوار الثلاث ـــــوطني لولمبي ـــــدرج Ã لرياضـــــيات ال ـــــك لمراعـــــاة الت وذل

  مستوى صعوبة المسائل.

ويـــأتي إنتـــاج ونشـــر هـــذا الكتـــاب ضـــمن أنشـــطة جمعيـــة أصـــدقاء الرياضـــيات ـ 

مـــي ـ الراميـــة إÄ يب الـــوطني وإصـــلاح النظـــام التعليوزارة التهـــذبالتعـــاون مـــع 

ـــذ ـــبات التلامي ـــن مكتس ـــع م ـــين الرف ـــيات، وتحس ـــادة الرياض ـــ Ã م ـــودة التعل م يج

ـــه وصـــولا  ـــذا Ãووفرت ـــة وك ـــات الوطني ـــب النجـــاح Ã الامتحان ـــن نس  إÄ الرفـــع م

  ؛ المسابقات الإقليمية والدولية

ــــك Ã الوقــــت الــــذي يلاحــــظ فيــــه عــــزوف مســــتمر عــــن مــــادة كمــــا يــــأتي  ذل

ـــيء  ـــيات، الش ـــعبة الرياض ـــبين إÄ ش ـــداد المنتس ـــدهور Ã أع ـــيات أدى إÄ ت الرياض
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المهندســــين  Ã حــــاد ـ حاضــــرا ومســــتقبلا ـ نقــــصالــــذي ســــينتج عنــــه حتمــــا 

 ادوقـــادرين علـــى تـــدريس مـــالأكفـــاء الســـاتذة الأ Ãالكـــوادر العلميـــة المؤهلـــة وو

ـــيات ـــوم الرياض ـــة  والعل ـــاعدةالفيزيائي ـــا الص ـــؤخر لأجيالن ـــا ي ـــة التنميـــة ، مم عجل

ـــدم  ـــوم والتق ـــا مفتاحـــا للعل ـــدون الرياضـــيات لكونه ـــوض ب ـــد النه ـــن لأي بل إذ لا يمك

  . الأخرى ووسيلة لاكتسابها وتملكها

ــــذا الســــياق فــــإن ــــة  وÃ ه ــــكر جــــزيلا جمعي ــــدقاء الرياضــــيات تش لجنــــة الأص

  التعـــــاون المثمـــــر علـــــى  )هـــــبموابرنـــــامج الوطنيـــــة للرياضـــــيات والعلـــــوم (

Ã ـــاهمة ـــة  والمس ـــادة جاذب ـــا م ـــيات وجعله ـــادة الرياض ـــام بم ـــرة الاهتم ـــيع دائ توس

ـــوقة ـــا ومش ـــة ، كم ـــود كاف ـــا جه ـــثمن عالي ـــي وت ـــذين مفتش ـــيات ال ـــاتذة الرياض أس

ـــد Ã  مـــنوا ســـاهم ـــب أو بعي ـــازقري ـــذا العمـــل إنج ـــن ه ـــديهم م ـــى مـــا ل ، وتعـــول عل

Ã الكتـــابهـــذا  جـــودةتحســـين تنقـــيح و ملاحظـــات واقتراحـــات قـــد تســـاعد 

.التجريبي الذي يتم إصداره Ã بلادنا بهذا الشكل والحجم لأول مرة

 واالله وÅ التوفيق.
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PREFACE 

 
Dans le cadre de la première série de ses publications en matière de 
compétitions du Rallye et de l'Olympiade Nationale de 
Mathématiques, l'Association des Amis des Mathématiques 
(AMIMATHS) est heureuse de mettre cet ouvrage entre les mains de 
la communauté mathématique de Mauritanie. 
Regroupant des sujets de mathématiques des olympiades de 7e année 
de 2017 à 2024, cet ouvrage propose des solutions détaillées et utilise 
des méthodologies scientifiques contribuant au développement des 
talents des élèves tout en les préparant à ce type de compétitions tant 
au niveau national qu’au niveau régional et international. En outre, ce 
manuel met à la disposition des enseignants une banque d'exercices 
non conventionnels leur permettant d’identifier des apprenants doués 
et contribuant ainsi à améliorer le processus de 
l'enseignement/apprentissage. 
Cet ouvrage est publié en trois tomes, chacun traitant les sujets de l'une 
des trois phases de l'Olympiade nationale de mathématiques, afin de 
garantir un niveau de difficulté graduel des problèmes. 
La production et la publication de ce livre font partie des activités 
d’AMIMATHS en coopération avec le Ministère de l’Éducation 
Nationale et de la Réforme du Système Éducatif visant à rehausser le 
niveau des acquis des élèves en mathématiques et à améliorer la 
qualité et l’offre de l’enseignement afin d’augmenter le taux de 
réussite aux examens nationaux ainsi qu’aux concours régionaux et 
internationaux. 
Cela survient également à un moment où notre pays connait une 
réticence envers l’enseignement/ apprentissage des mathématiques, 
réticence qui a conduit à une diminution grave du nombre d’élèves 
inscrits en série mathématiques. Cette situation déplorable entraînera, 
sans doute, dans le présent et le futur, un manque criant d’ingénieurs, 
de personnel scientifique qualifié et de professeurs compétents 
capables d'enseigner les mathématiques et les sciences physiques à nos 
prochaines générations.  Ce qui retarde la roue du développement et 
du progrès de notre pays. En effet, aucun pays ne peut progresser sans 
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les mathématiques qui sont la clé des autres sciences et un moyen de 
leur acquisition. 
Dans ce contexte, l'Association AMIMATHS remercie vivement la 
commission Nationale pour les Mathématiques et les Sciences 
(Programme Mawaheb) pour sa coopération fructueuse et sa 
contribution à l'élargissement du cercle d'intérêt pour les 
mathématiques. Cet intérêt en a fait une matière attractive et 
passionnante. L’Association remercie également tous les inspecteurs 
et professeurs de mathématiques qui ont contribué, de près ou de loin, 
à la réalisation de ce travail. Elle compte également sur les 
commentaires et suggestions pour contribuer à améliorer la qualité de 
cet ouvrage expérimental, qui est édité, dans cette ampleur et ce 
format, pour la première fois dans notre pays.  
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ENONCES DES SUJETS  

du premier tour des olympiades nationales  

de Mathématiques de 2017 à 2024 

Niveau 7ème Mathématiques 
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Sujet 1  1er tour   Session 2024 

 

Exercice 1 (20 points) 

Montrer que pour tout entier naturel non nul, on a : 

n 2 n 2
n

n n

2 3 4 2
M

3 2 3 4 3 2

   
  

    
 avec 

5 4
M

3 2

 
   

. 

 

Exercice 2  (20 points) 

Résoudre le système  

2

2

2

x y z

y z x

z x y

  


 
  

 

Exercice 3 (20 points) 

Dans le triangle à angle aigu ABC, le point F est le pied de la 

hauteur issue de A, et P un point du segment  AF  . Les 

parallèles à (AC) et (AB) passant par P 

rencontrent respectivement [BC] en D et E. On considère les 

points X et Y appartenant respectivement aux cercles circonscrits 

aux triangles ABD et ACE tels que DA DX  et EA EY .   

Montrer que les points B, C, X et Y sont cocycliques. 
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Exercice 4 (20 points) 

Soit a, b et c trois nombres réels strictement positifs. 

1° On suppose dans cette question que a b c 1   . Montrer que 

1 1 1 1
9 3

a b c 4abc
     . 

2° On suppose dans cette question que 2 3ab c 1 . Déterminer la 

valeur minimale de a b c  . 

 

Exercice 5 (20 points) 

Soit 
x

x

9
f(x)

9 3



. 

1° Calculer f (x) f (1 x)  . 

2° Calculer la somme 

2023

k 1

k 1 2 2023
S f f f f

2024 2024 2024 2024

                  
         . 

 

Fin. 
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Sujet 2  1er tour   Session 2023  

 

Exercice 1 (25 points) 

On considère les matrices 
1 0 0

A 1 3 1

1 4 1

 
    
  

  et 
0 0 0

J 1 2 1

1 4 2

 
    
  

 

1.a) Calculer A J   et 2J .   

b) Démontrer que pour tout entier n 3 , on a : n
3J 0 . 

2.a) Démontrer par récurrence que pour tout entier n 1  , on a : 

n n 2
3

n n 1
A ( 1) I

2
nJ

(
J

)     
 

  

b) En déduire la matrice nA  en fonction de n pour tout entier 

n 1 . 

Exercice 2 (25 points) 

Trouver tous les entiers n strictement positifs pour lesquels n2  

divise n5 1   

Exercice 3 (25 points) 

Montrer que l’équation suivante (E) admet deux solutions réelles 

distinctes :  

(E) 2x x 1 x 2 ... x 2022 x 2022x 2023           . 
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Exercice 4 (25 points) 

Soit   un cercle de centre O et soit A un point à l’extérieur de  .  

Les tangentes à   issues de  A rencontrent le cercle en B et C.  

Soit D le point d’intersection de la droite (AO) avec  tel que 

 O AD  .  

On considère les points : 

- E le point d’intersection de (AD) et (BC). 

- X le projeté orthogonal de B sur (CD), 

- Y le milieu du segment  BX  ; 

- Z le deuxième point d'intersection de la droite (DY) avec 

 . 

1) Faire une figure 

2) Démontrer que les points B ,E,Y et Z sont cocycliques. 

3) Démontrer que les points A ,E,C et Z sont cocycliques. 
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Olympiades Nationales de Mathématiques 

Sujet 3 1er tour   Session 2022 

 

Exercice 1: (25 points) 

Dans un désert il y a des serpents, des souris et des scorpions.  

Un monde sans pitié. 

Chaque matin, chaque serpent mange une souris.  

Chaque midi, chaque scorpion pique un serpent (piqûre 

mortelle).  

Chaque soir, chaque souris mange un scorpion.  

Le matin du cinquième jour il ne reste plus qu’un animal : une 

souris. 

Soient n nx ,y  et nz  respectivement le nombre de souris, de 

serpents et de scorpions au début de la matinée du nième  jour.  Le 

nombre n prend les valeurs 1, 2, …5. 

1) Ecrire  n 1 n 1x ,y   et n 1z    en fonction de n nx ,y  et nz . 

2) On considère les matrices : 
3 1 5

M 5 8 1

1 4 8

 
  
  

  et 
60 28 41

N 41 19 28

28 13 19

 
 
 
 
 

. Calculer le produit MN . 
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3) Utiliser un calcul matriciel pour déterminer combien y avait-il 

d’animaux de chaque sorte au début de la matinée du premier 

jour. 

 

Exercice 2: (25 points) 

Dans le plan orienté on considère les points, 1 2 3 nA , A , A , ..., A  tels 

que pour tout entier n 4 , n n 3A A   et la suite des points 

0 1 2 nM ,M ,M , ... ,M tels que pour tout n , n 1M   soit l’image de 

nM  par la rotation de centre n 1A   et d’angle 
2

3


. n   , on 

note na  l’affixe du point nA  et nz celle de nM . 

1. Exprimer n 1z  en fonction de nz  et n 1a  . 

2. Justifier que  2
3n 3 3n 3 2 1z z (1 j) a ja j a      . 

3. Montrer que si 2022 0M M  alors le triangle 1 2 3A A A  est 

équilatéral. 

 

Exercice 3: (25 points) 

L’objet de l’exercice est l’étude des diviseurs premiers du 

nombre 4A(n) n 1  où n est un entier supérieur ou égal à 2. 

1. a) Étudier la divisibilité de A(n) par 2 et sa divisibilité par 3. 
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b) Soit d un diviseur de A(n), montrer que d et n sont premiers 

entre eux et que  8n 1 d . 

2. Soit d un diviseur de A(n). On note p le plus petit entier 

naturel non nul tel que  pn 1 d . 

a) Montrer que si  kn 1 d  alors p divise k puis en déduire que p 

divise 8. 

b) Montrer que si, de plus, d est premier, alors p divise d −1.  

3. Déterminer les diviseurs premiers de A(12). 

 

Exercice 4: (25 points) 

Résoudre dans 2  le système d’équations 

3 2

3 2

x 9y 54y 108y 70

y 9x 54x 108x 70

    


   
. 

 

. 
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Olympiades Nationales de Mathématiques 

Sujet 4 1er tour   Session 2021 

 

Exercice 1: (25 points) 

On considère les matrices  

1 0 1

A 0 1 1

1 12

 
   
  

,  
4 5 1

B 3 1 2

0 1 1

 
   
 
 

  ,
2 2 0

C 1 4 1

2 4 2

 
   
 
 

 , 

1 2 3

D 1 2 3

1 2 3

 
   
    

 

1) Calculer AB, AC et AD. 

2) Trouver toutes les matrices carrées M d’ordre 3 telles 

que AM=0 (où 0 désigne la matrice nulle). 

 

Exercice 2: (25 points) 

1) Résoudre l’équation 2Z 104Z 4913 0 (E)   . 

2) Soit 1z et 2z deux complexes tels que 1 2z z 17   et soit 1 2x z z   

Montrer que 3x 51x 104   si et seulement si 3
1z  et  sont les 

solutions de l’équation (E). 

3
2z
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3) On appelle entier de Gauss tout nombre complexe dont la partie 

réelle et la partie imaginaire sont des entiers relatifs. C’est-à-

dire  : z a ib   avec a,b . 

Montrer que les solutions de (E) sont des cubes d’entiers de Gauss. 

4) En déduire que l’équation 3x 51x 104   a une solution entière 

que l’on déterminera. 

 

Exercice 3: (25 points) 

Soit ABC un triangle dont tous les angles sont aigus et on note D, 

E et F les pieds de ses hauteurs issues respectivement de A, B et 

C 

Les cercles inscrits dans les triangles BDF et CDE sont notés B  

et C . Soit I et J leurs centres respectifs. 

La droite (DF) est tangente à  B  au point M. 

La droite (DE) est tangente à  C  au point N. 

La droite (MN) recoupe les cercles B  et C  en P et Q 

respectivement ( P M   et Q N  ). 

1) Faire une figure. 

2) Montrer que  (DM,DI) (DJ,DN) 
   

. 

3) Montrer que PM QN . 
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Exercice 4: (25 points) 

Soit n un entier naturel strictement positif.  x et y deux réels 

positifs tels que n nx y 1   . 

1) Montrer que pour tout réel  t 0,1  : 
2

4

1 t 1

t1 t





 . 

2) Montrer que 
2k 2kn n

4k 4k
k 1 k 1

1 x 1 y 1

(1 x)(1 y)1 x 1 y 

   
       

   . 
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Olympiades Nationales de Mathématiques 

Sujet 5 1er tour   Session 2020 

 

Exercice 1 

On donne la matrice: 
0 1 0

A 0 0 1

0 0 0

 
   
 
 

 

A tout réel x on associe la matrice 2 2
3

1
M(x) I xA x A

2
    

1) Calculer 2A  et 3A et en déduire, pour tout entier  n 3 , la 

valeur de nA . 

2) Montrer que M(x)M(y) M(x y)  . 

3) Soit n un entier naturel. Ecrire les matrices M(x)  et  n
M(x)  

sous forme de tableaux. 

 

Exercice 2 

Soit  et    deux cercles qui se coupent en A et B. Les tangentes en 

A à  et   recoupent respectivement   et   en D et C et la droite 

 CD
 
recoupe le cercle  en un point M différent de B. On se 

propose de montrer que la droite  MB
 
passe par le milieu du 

segment  AD   
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1) Soit N le point d’intersection de  BM avec  . Donner une 

mesure de l’angle  AN,CD
 

. 

2) Déterminer la nature du quadrilatère AMDN  puis conclure.  

 

Exercice 3 

On considère dans  , les complexes 1z  et 2z  de module 1 et 

d’arguments respectifs   et  .  

1) Montrer que 
 2

1 2

1 2

z z

z z


 est un réel positif ou nul.  

2) Dans le plan complexe rapporté au repère orthonormé 

 O;u,v
 

, on considère les points A et B d’affixes respectives a et b 

(on suppose que les points O, A et B ne sont pas alignés). Calculer 

en fonction de a et b l’affixe z du point I barycentre du système 

    A, b ; B, a . 

3.a) A l’aide de la question 1),  montrer que 
2z

ab
est un réel 

strictement positif.  

b) Exprimer arg z  en fonction de arg a  et argb . 

c) En déduire que OI


 est un vecteur directeur de la bissectrice de 

l’angle AOB .  
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Exercice 4  

Soient A, B et C trois points du plan, deux à deux distincts, 

d’affixes respectives a, b et c. Montrer que les quatre 

propositions suivantes sont équivalentes : 

1)  Le triangle ABC est équilatéral  

2) j ou 2j est racine de l’équation 2az +bz c 0   

3) 2 2 2a +b c ab ac bc     

4) 
1 1 1

0
b c c a a b

  
  

 

  

Exercice 5 

Résoudre dans 2  :      ppcm x,y pgcd x,y 243  . 
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Olympiades Nationales de Mathématiques 

Sujet 6 1er tour   Session 2019 

 

Exercice 1: (20 points) 

Soit A un point d’un cercle  de centre O 

et de rayon R. Soit  un cercle de centre 

A qui rencontre en P et Q . Mun point 

de   distinct de P et Q tel que  MP

recoupe en B  et  MQ  recoupe en D . 

On cherche à démontrer par deux méthodes que :    BD AM . 

1° Méthode 1 : Puissance d’un point par rapport à un cercle. 

a) Soit M  une droite quelconque passant par M  qui coupe en E et

F . Placer  OE S E  et montrer que 2 2ME MF OM R 
 

  (ce nombre 

est appelé la puissance du point M par rapport à  ) . 

b) Que peut-on dire de MP MB
 

 et MQ MD
 

  ? 

c) Montrer que :    BD AM   

2° Méthode 2 : Angles orientés 

a) Montrer que :    AM,AQ 2 MQ,MA  
   

  

b) Montrer que :    BD AM  
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Exercice 2 : (20 points) 

Soit le nombre : 3 3X 9 4 5 9 4 5     

1° Calculer 3X  

2° Montrer que X est un entier naturel que l’on déterminera. 

Exercice 3 : (20 points) 

1° Soit  22A p 2p 1   où p . Déterminer les restes possibles 

de la division de A par 10. 

2° Soit 
n

3 3 3 3
n

k 1

S k 1 2 ... n


      avec n  . 

a)  Montrer que :  n   , 
 22

n

n n 1
S

4


 . 

b) Quel est le chiffre des unités de 2018S ?  

c) Quel est le chiffre des unités de 
2019

2019S

900

 
 
 

? 

 

Exercice 4 : (20 points) 

Soient n  un entier naturel non nul et   un réel. 

1° Résoudre le système 
n nu v 2sin

uv 1

   



 , où u  et v  sont des 

nombres complexes. 
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2° Résoudre le système 
n n

1 2 1 2

2 2
1 2

(z iz ) (z iz ) 2sin

z z 1

     


 
,  

où 1z et 2z  sont des nombres complexes. 

 

Exercice 5: (20 points) 

On considère la matrice 
1 0

A
a 2

 
  
 

où a est un réel non nul. On 

se propose de déterminer les réels n nx et y tels que n
n n 2A x A y I 

, où 2I est la matrice unité d’ordre 2. 

1° Calculer 2 3A et A . 

2° Montrer que : n  , n 1 n n n 1 nx 3x y et y 2x     . 

3° Démontrer que : n  ,    n n n
2A 2 1 A 2 2 I    . 

4° Déterminer la matrice inverse de 2019A .    

   



AMIMATHS            Recueil Olympiades Nationales de Maths   7C        Tome 1                23 

Olympiades Nationales de Mathématiques 

Sujet 7 1er tour   Session 2018 

 

Exercice 1 : (20 points) 

ABCD est un carré direct de coté 1, (Q) est un quart de cercle de 

centre C et passant par B et D.  

 M est un point variable du segment [AB] distinct de A et B. Par 

le point M on trace la tangente à (Q) qui coupe le coté [AD] en N. 

Le point de contact de la tangente avec (Q) est nommé T. 

On pose AM x et AN y avec 0 x 1  et 0 y 1   

1. a) Faire une figure et démontrer que : MN 2 x y    

b) En déduire que 
2

y 2
x 2

 


 

2) Déterminer la valeur de x  pour laquelle la distance MN est 

minimale. Calculer cette distance. 

3) Déterminer la valeur de x pour laquelle l’aire du triangle AMN

est maximale. Calculer cette aire. 
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Exercice 2 ; (20 points) 

Pour tout réel a 0 , on considère les matrices   

a

1 1
a a

a3M
1

0
a

    
  

 
 
 

 et a

1 1
a a

aN 3

a 3 a

       
   

 

1) Montrer que a   et b    on a : a b abM M M   , a b b

a

N N M 

, a b b

a

M N N   et b a abN M N  . 

2) Que peut-on dire de  n

aM  ?  n

aN  où n    ? 

Exercice 3 : (20 points) 

1) Resoudre dans   l’équation  E : 3x 2y 1  . 

2.a) Montrer que, pour tout entier naturel n ,  le couple 

 14n 3, 21n 4  est solution de  E . 

b) En déduire que  n   les deux nombres 14n 3  et 21n 4  sont 

premiers entre eux. 

3.a)  Soit  d p gcd 21n 4, 2n 1   .  Justifier que d 1  ou d 13 . 

b) Montrer que  d 13 n 6 13   . 

4) Pour tout entier naturel n 2 , on note 2A 21n 17n 4    et 
3 2B 28n 8n 17n 3    . 
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a) Montrer que les deux nombres A  et B  sont divisibles par n 1  

b) Déterminer, suivant les valeurs de n, le  p gcd A, B . 

Exercice 4 : (20 points) 

Soit m un nombre complexe différent de 1. On considère dans 

l’équation  E  d’inconnue z  :  

       2 2E : z 1 i m 1 z i m 1 0      . 

1. a) Montrer que le discriminant  de  E  s’écrit sous la forme 

    2
1 i m 1      . 

b) Résoudre dans  l’équation  E . 

c) Déterminer, sous forme algébrique, m tel que le produit des 

solutions de  E soit égal à 1. 

2) Ecrire la forme trigonométrique des complexes 1z 1 im  et

2z m i  , pour im e   (
2


    ).  

Exercice  5 : (20 points) 

Soit f la fonction définie sur  1,  par : 
2x 1

f (x)
x 1




  
  

1) Calculer les dérivées première, seconde et troisième de f .  

2) Détermine l’expression de la dérivée (n )f  d’ordre n de f en 

fonction de n.     
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Olympiades Nationales de Mathématiques 

Sujet 8 1er tour   Session 2017 

 

Exercice 1 (4 points) 

1) Vérifier que, pour tous réels x ,  y,  z on a : 

2 2 2 2(x y z) x y z 2xy 2xz 2yz.         

2) La somme des aires des faces 

d’un parallélépipède rectangle 

est 222cm  et la somme des 

longueurs de ses arêtes est 24cm . 

Déterminer la longueur de ses 

diagonales intérieures. 

 

Exercice 2 (4 points) 

Soient   et   deux réels. 

1)  Développer, réduire et factoriser l’expression

2 2 2 2( ) (2 )    . 

2)  Soient x , y et z  des entiers naturels. Le triplet  x,y,z est 

pythagoricien si 2 2 2x y z  .  
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Utiliser 1) pour donner trois exemples (non proportionnels) de 

triplets pythagoriciens. 

 

Exercice 3 (4 points) 

Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormé direct

(O;u, v)
 

. On considère le point A( 1 i)   et la suite de points 

 n n
M


 d’affixes nz  définie par :  0z 0  et n 1 n

1
z (1 i)z i

2    .  

1) Montrer que le triangle n n 1AM M  est rectangle isocèle pour 

tout n .  

2) Montrer que les points nM restent sur quatre droites fixes. Sur 

quelle droite se trouve le point 2017M  ? 

3On pose : n 0 1 1 2 n 1 nL M M M M M M    . Calculer nL en 

fonction de n  puis nn
lim L


. 

 

Exercice 4 (4 points) 

1) Soit PQRS un trapèze de bases  PS et  QR dont les diagonales 

se coupent en E . Montrer que les triangles PQE et RSE sont de 

même aire.  

 2) Soit ABC un triangle acutangle (à angles aigus).  
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La bissectrice intérieure de l’angle A coupe  BC en L et recoupe le 

cercle circonscrit au triangle ABC en N . Les projetés orthogonaux 

de L sur  AB et sur  AC sont notés respectivement F et D .  

La parallèle à  NC menée de D coupe  BC en I . 

a) Montrer que  FI est parallèle à  BN . 

b) Montrer que le triangle ABC et le quadrilatère AFND sont de 

même aire.   

 

Exercice 5 (4 points) 

Soit ABCD  un carré de coté a .  

Un cercle   intérieur au carré est tangent 

à  AB  et  AD . Un second cercle ' , 

intérieur au carré, est tangent 

extérieurement à   ainsi qu’aux droites 

 CB et  CD . 

Soit S  la somme des aires des cercles   et  '  : qu’elles sont les 

valeurs maximale et minimale de S  ? 
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Corrigé du Sujet 1   1er tour  2024  

 

Exercice 1 (20 points) 

Montrer que pour tout entier naturel non nul, 

n 2 n 2
n

n n

2 3 4 2
M

3 2 3 4 3 2

   
  

    
 avec 

5 4
M

3 2

 
   

. 

 

Corrigé 

Procédons par récurrence. 

 Initialisation : 

 Pour n 1  on a 

1 2 1 2
1

1 1

5 4 8 3 4 8 2 3 4 2
M M

3 2 6 3 4 6 3 2 3 4 3 2

          
                   

  

Alors la proposition est vraie pour n 1  

 

Hérédité : 

 si 
n 2 n 2

n

n n

2 3 4 2
M

3 2 3 4 3 2

   
  

    
 alors 
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n 1 n

n 2 n 2

n n

n 2 n n 2 n

n 2 n n 2 n

n 3 n 3

n 1 n 1

M M M

5 4 2 3 4 2
        

3 2 3 2 3 4 3 2

5 2 15 12 2 12 20 5 2 16 12 2
        

3 2 9 6 2 6 12 3 2 8 6 2

2 3 4 2
        

3 2 3 4 3 2



 

 

 

 

 

 

     
         
          

  
          

  
  

    

 

Donc si la proposition est vraie pour n  alors elle serait vraie 

pour n 1  

Conclusion :  

Pour tout entier naturel non nul, 
n 2 n 2

n

n n

2 3 4 2
M

3 2 3 4 3 2

   
  

    
  

Exercice 2  20 points 

Résoudre le système  

2

2

2

x y z

y z x

z x y

  


 
  

 

 

Corrigé 

On a 
2 2(1) & (2) x y y x (x y)(x y 1) 0 x y ou x y 1               

1er cas : 2x y 1 z 1 z i           
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- Si z i  alors 2 2x y 1 2i      et on a 

 2 2 21 1
xy (x y) (x y ) 1 ( 1 2i) 1 i

2 2
             

Alors x et y sont solutions de l’équation 2t t 1 i 0     

dont les solutions sont i et 1 i   

Dans ce cas les solutions sont  i; 1 i;i   et  1 i;i;i   

- Si z i   alors 2 2x y 1 2i     et 

 2 2 21 1
xy (x y) (x y ) 1 ( 1 2i) 1 i

2 2
             

Alors x et y sont solutions de l’équation 2t t 1 i 0      

dont les solutions sont i  et 1 i   

Dans ce cas les solutions sont  i; 1 i; i     et  1 i; i; i     

 

2e cas : Si y x  alors le système s’écrit  

2 2 2 2

2 2 2 4 3 2 4 3 2

x x z z x x z x x z x x

z 2x (x x) 2x x 2x x 2x x 2x x 2x 0

                  
               

 

 

- Si x 0  alors le système admet une seule solution 

(x,y,z) (0,0,0)  

-  

- Si x 0 alors le système s’écrit 

2 2

2

z x x z x x

x 2 ou x i(x 2)(x 1) 0

       
     
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o Pour x 2  on aura z 2  

o Pour x i  on aura z 1 i    

o Pour x i   on aura z 1 i    

Conclusion : 

Le système admet huit solutions  

       
     
i; 1 i;i , 1 i;i;i , i; 1 i; i , 1 i; i; i ,

0;0;0 , 2;2;2 , i;i; 1 i ,( i; i; 1 i

           

     
 

 

Exercice 3 (20 points) 

Dans le triangle à angle aigu ABC, le point F est le pied de la 

hauteur issue de A, et P un point du segment  AF  . Les 

parallèles à (AC) et (AB) passant par P 

rencontrent respectivement [BC] en D et E. On considère les 

points X et Y appartenant respectivement aux cercles circonscrits 

aux triangles ABD et ACE tels que DA DX  et EA EY .   

Montrer que les points B, C, X et Y sont cocycliques. 

 

Corrigé 

On note U le second point d’intersection de la droite (DP)  avec le 

cercle circonscrit au triangle ABD . V le second point 

d’intersection de la droite (EP)  avec le cercle circonscrit au 



AMIMATHS            Recueil Olympiades Nationales de Maths   7C        Tome 1                34 

triangle AEC  et Z le second point d’intersection des cercles 

circonscrits aux triangles ABD  et AEC . 

 

 

 

 

 

 

 

On a UAV UAB BAC CAV 180          donc les points U, A 

et V sont alignés. 

 

D’autre part UVE AVE ACE UDE        donc les points U, 

E, D , V sont cocycliques d’où PD.PU PE.PV  (puissance de 

point P par rapport au cercle passant par U, E, D , V ) 

 

D’après Thalès on a 
FD FP FE

FD.FB FE.FC
FC FA FB

     donc le 

point F appartient à l’axe radical des cercles circonscrits aux 

triangles ABD et AEC qui est (AZ) . D’où  Z AP .  

Notons T le point d’intersection des droites (AZ)  et (BX) . 
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Donc T et A sont symétriques par rapport à (BD) , d’où 

ACB BCT    

D’autre part on   

YCB YCE    alignement

             = YAE     cocyclicité AEYC

             = AYE     AEY isocèle en E

             = ACE     cocyclicité AEYC

             = ACB     alignement

             = BCT    resul

  




 tat précédent 

 

Donc les points C,Y,T  sont alignés et comme T appartient à l’axe 

radical des cercles circonscrits aux triangles ABD et AEC alors 

on a TX.TB TZ.TA TY.TC   donc TX.TB TY.TC ce qui montre 

que X, B, Y, C sont cocycliques. 
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Exercice 4 (20 points) 

Soit a, b et c trois nombres réels strictement positifs. 

1° On suppose dans cette question que a b c 1   . Montrer que 

1 1 1 1
9 3

a b c 4abc
     . 

2° On suppose dans cette question que 2 3ab c 1 . Déterminer la 

valeur minimale de a b c  . 

 

Corrigé 

1° Montrer que  
1 1 1 1

9 3
a b c 4abc

      revient à montrer que 

1
9abc ab bc ca 3abc

4
      

Comme a b c 1    alors ab bc ca (ab bc ca)(a b c)        et 

d’après l’IAG on a 

3 2 2 2 3ab bc ca (ab bc ca)(a b c) 3 a b c 3 abc 9abc           d’où 

la première inégalité 9abc ab bc ca   . 

 

D’après la symétrie de rôles on peut supposer que a b c    

donc 
a b c 1

a 3a 1
3 3

 
     d’où 3abc bc  

En plus b c 1 a   et donc 
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2

a (1 a) 1
ab ac a(b c) a(1 a)

2 4

         
 

.  

D’où 
1 1

ab bc ca bc ab ac bc 3abc
4 4

          

2° On peut écrire a b c  sous la forme 

2 3

6
2 3 6

1 1 1 1 1 ab c 6
a b c a b b c c c 6

2 2 3 3 3 2 3 108
         


. 

Donc 
6

6
a b c

108
   .  

Le cas d’égalité de l’IAG aura lieu si 

1 1
a b c b 2a et c 3a a b c 6a

2 3
          or 

2 3 6

6 6

1 6
ab c 1 108a 1 a a b c

108 108
          

Donc la plus petite valeur de a b c   est 
6

6

108
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Exercice 5 (20 points) 

Soit 
x

x

9
f (x)

9 3



. 

1° Calculer f (x) f (1 x)  . 

2° Calculer la somme 

2023

k 1

k 1 2 2023
S f f f f

2024 2024 2024 2024

                  
         . 

 

 

Corrigé 

1° 
x 1 x x x

x 1 x x x x

9 9 9 9 9 3
f (x) f (1 x) 1

9 3 9 3 9 3 9 3 9 9 3






       

     
 

1 2023 2 2022
2  S f f f f

2024 2024 2024 2024

1011 1013 1012
                             f f f

2024 2024 2024

                                    
                   


 

Alors 
1 9 1 2023

S 1011 f 1011 1011
2 2 29 3

        
  
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Corrigé du Sujet 2   1er tour  2023  

 

Exercice 1 (25 points) 

On considère les matrices 
1 0 0

A 1 3 1

1 4 1

 
    
  

  et 
0 0 0

J 1 2 1

1 4 2

 
    
  

 

1.a) Calculer A J   et 2J .   

b) Démontrer que pour tout entier n avec n 3 , on a : n
3J 0 . 

2.a) Démontrer par récurrence que pour tout entier n 1  , on a : 

n n 2
3

n n 1
A ( 1) I

2
nJ

(
J

)     
 

  

b) En déduire la matrice nA  en fonction de n pour tout entier 

n 1 . 

 

Corrigé 

1. a) 3A J I    et  2

0 0 0 0 0 0 0 0 0

J 1 2 1 1 2 1 1 0 0

1 4 2 1 4 2 2 0 0

    
              
         
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b) On a 3
3

0 0 0 0 0 0 0 0 0

J 1 0 0 1 2 1 0 0 0 0

2 0 0 1 4 2 0 0 0

    
             
        

 et si n
3J 0  

alors n 1
3 3J 0 J 0     

2. a) D’après 1. a) on a  1 2
33 ( 1)A JI 0J I J     donc la 

proposition est vraie pour n 1 . 

Si elle est vraie pour n on aura alors 

 

 

n 1 n

n 2
3 3

n 1 2 n 2 3
3

n 1 2 2
3

n 1 2
3

A A A

n n 1
I J ( 1) I nJ J

n n 1 n n 1
( 1) I nJ J ( 1) J nJ J

n n 1
( 1) n

( )

2

( ) (

I nJ J J J

n n 1
( 1) I (n 1

)

2 2

( )

2

( )

2
)J J









 

       
 

              
   

       
 

      
 

 

Alors la proposition est vraie pour tout entier n 1  

b) Donc on a 

n n 2
3

n
n n n 2

3

n n 1
A ( 1) I nJ J

( 1) n n 1
A ( 1) I ( 1)

( )

2

(
J J

2
n

)

     
 

 
     
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n

n n

n

n
n n n

n n n
n

( 1)

A

)

0 0

0 0( 1)

( 1)

( 1) n n 1
( 1) n ( 1) ( 1 n

0 0

0 0 0
0 0 0

( )
                  2n 0 0

2
4n 2n ( ) 0 0( 1) n ( 1) ( 1) ( 1) n n 1

 
 

 
 
 

 
   
           


 



 
  
     

 


  

n

n 1
n n n 1

n n 1 n

( 1)

( 1) n
A (2n 1)( 1) n( 1)

( 1) n(n 2 ( 1) ( 1) (1 2n n

0 0

(n 1)

2
) )4






 
 

 
 
  




   

    

 

Exercice 2 (25 points) 

Trouver tous les entiers n strictement positifs pour lesquels  

n2  divise n5 1   

 

Corrigé 

On remarque que 1 1 2 22 4 5 1 et 2 4 24 5 1     alors 

n 1 et n 2   sont solutions.  

D’autres part on a n n 1 n 2 15 1 4(5 5 ... 5 1)        

Si n est impair (n 3)  le terme n 1 n 2 15 5 ... 5 1     est la somme 

d’un nombre impair de nombres impairs donc il est impair alors  



AMIMATHS            Recueil Olympiades Nationales de Maths   7C        Tome 1                42 

38 2 ne divise pas n5 1 . Alors le seul entier impair solution est 

1. 

Si n est pair (n 4) , il existe alors p tel que n 2p (p 2)  et donc 

n 2p p p5 1 5 1 (5 1)(5 1)       

Or p5 1  et p5 1  sont deux nombres pairs et leur pgcd est 2  

(car p p(5 1) (5 1) 2    ). Alors pour que n soit solution il faut 

que 2p 12   divise l’un des termes p5 1  ou p5 1 . 

Comme p 2  alors 4 divise 2p 12   et donc si 2p 12   divise p5 1  

alors 4 divisera p5 1  ce qui est absurde car  p5 1 2 4  .  

Donc il faut que 2p 12   divise p5 1 .  

On a vu avant que c’est impossible pour p impaire supérieur ou 

égal à 3. 

Si p 2 , on a 2p 1 22 8 24 5 1     donc n 4 est solution 

Si p 2k avec k 2  alors  2p 12   divise p k k5 1 (5 1)(5 1)     

signifie que 4k 22   divise toujours k5 1  ce qui implique que 

k 4k 25 1 2   ce qui est absurde.  

Conclusion les seules solutions du problème sont 

n 1,  n 2 et n 4   . 
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Exercice 3 (25 points) 

Montrer que l’équation suivante (E) admet deux solutions réelles 

distinctes :  

(E) 2x x 1 x 2 ... x 2022 x 2022x 2023           . 

 

Corrigé 

 

(E) s’écrit x x 1 x 2 ... x 2022 (x 1)(x 2023)           

Alors il faut que (x 1)(x 2023) 0    ce qui signifie 

x 2023 ou x 1    

1er cas : si x 2023   alors l’équation s’écrit 

2x (x 1) (x 2) ... (x 2022) x 2022x 2023            ou encore 

2

2

2023(x x 2022)
x 2022x 2023

2

x 4045x 2023 1010 0

 
   

    
 

Cette équation admet deux solutions dont l’une est à rejeter car 

supérieure strictement à 2023 . 
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2e cas si x 1  l’équation s’écrit 

2

2

2023(x x 2022)
x 2022x 2023

2

x x 2023 1012 0

 
  

    
 

Cette équation admet deux solutions dont l’une est à rejeter car 

inferieure strictement à 1. 

Exercice 4 (25 points) 

Soit  un cercle de centre O et soit A un point à l’extérieur de  

Les tangentes à  issues de  A rencontrent le cercle en B et C.  

Soit D le point d’intersection de la droite (AO) avec tel que 

 O AD  .  

On considère les points : 

- E le point d’intersection de (AD) et (BC). 

- X le projeté orthogonal de B sur (CD), 

- Y le milieu du segment  BX  ; 

- Z le deuxième point d'intersection de la droite (DY) avec 

. 

1) Faire une figure   

2) Démontrer que les points B ,E,Y et Z sont cocycliques. 

3)  Démontrer que les points A ,E,C et Z sont cocycliques. 
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Corrigé 

1) la figure 

 

 

2) La droite (AD) est la médiatrice de [BC] donc E est le milieu 

de [BC] d’où (EY) est parallèle à (CD). D’où 

   EYZ CDZ CBZ EBZ    alors les points B, E, Y et Z sont 

cocycliques 

3) La droite (AE) est perpendiculaire à (BE) qui est un diamètre 

du cercle circonscrit au quadrilatère EYBZ, donc (AE) est 

tangente à ce cercle.  

D’où 

 







ZEA ZYE ((AE) tangente au cercle EYBZ)

=ZBE (cocyclicité des points E, Y, B, Z)

=ZBC (alignement des points B, E, C)

=ZCA ((AC) tangente à enC)





 

D’où la cocyclicité des quatre points A, E, C et Z. 
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Corrigé du Sujet 3   1er tour  2022 

Exercice 1 

Dans un désert il y a des serpents, des souris et des scorpions. Un 

monde sans pitié. 

Chaque matin, chaque serpent mange une souris.  

Chaque midi, chaque scorpion pique un serpent (piqûre 

mortelle).  

Chaque soir, chaque souris mange un scorpion.  

Le matin du cinquième jour il ne reste plus qu’un animal : une 

souris. 

Soient n nx ,y  et nz  respectivement le nombre de souris, de 

serpents et de scorpions au début de la matinée du n-ième jour.  

Le nombre n prend les valeurs 1, 2, …5. 

1) Ecrire  n 1 n 1x ,y   et n 1z    en fonction de n nx ,y  et nz  

2) On considère les matrices : 
3 1 5

M 5 8 1

1 4 8

 
  
  

  et 
60 28 41

N 41 19 28

28 13 19

 
 
 
 
 

. Calculer le produit MN . 

3) Utiliser un calcul matriciel pour déterminer combien y avait-il 

d’animaux de chaque sorte au début de la matinée du premier 

jour. 
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Corrigé : 

 

Dans un désert il y a des serpents, des souris et des scorpions. Un 

monde sans pitié. 

Chaque matin, chaque serpent mange une souris.  

Chaque midi, chaque scorpion pique un serpent (piqûre 

mortelle).  

Chaque soir, chaque souris mange un scorpion.  

Le matin du cinquième jour il ne reste plus qu’un animal : une 

souris. 

Soient n nx ,y  et nz  respectivement le nombre de souris, de 

serpents et de scorpions au début de la matinée du n-ième jour.  

Le nombre n prend les valeurs 1, 2, …5. 

1) Ecrire  n 1 n 1x ,y   et n 1z    en fonction de n nx ,y  et nz  

n 1 n n

n 1 n n

n 1 n n n

x x y

y y z

z x y z







 
  
    

  

2. 3

1 0 0

MN 0 1 0 id

0 0 1

 
   
 
 

. M est inversible et 1M N    



AMIMATHS            Recueil Olympiades Nationales de Maths   7C        Tome 1                48 

3) Utiliser un calcul matriciel pour déterminer combien y avait-il 

d’animaux de chaque sorte au début de la matinée du premier 

jour. 

3. 
n 1 n

n 1 n

n 1 n

x x

y A y

z z







   
      
   
   

 où 
1 1 0

A 0 1 1

1 1 1

 
   
  

 alors 2

1 2 1

A 1 0 2

2 3 0

 
   
  

, 

3

0 2 3

A 3 3 2

2 5 3

 
    
   

 et  

On a 4

3 1 5

A 5 8 1 M

1 4 8

 
    
  

 

Soit 
n

n n

n

x

P y

z

 
   
 
 

 . Alors n 1 nP AP  .  

Donc 

 

2 1

2
3 2 1

3
4 3 1

4
5 4 1 1

P AP

P AP A P

P AP A P

P AP A P MP



  

  

   

.  
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Donc 1
5 1 1 5 5P MP P M P NP    . D’où 

1

60 28 41 1 60

P 41 19 28 0 41

28 13 19 0 28

    
         

        

or 
1

1 1

1

x

P y

z

 
   
 
 

 par identification on a 

1 1 1x 60; y 41 et z 28   . 1 1 1x 60; y 41 et z 28    

Alors au début de la matinée du premier jour il y avait 60 souris, 

41 serpents et 28 scorpions 

 

Exercice 2 

Dans le plan orienté on considère les points, 1 2 3 nA , A , A , ..., A  tels 

que pour tout entier n 4 , n n 3A A   et la suite des points 

0 1 2 nM ,M ,M , ... ,M tels que pour tout n , n 1M   soit l’image de 

nM  par la rotation de centre n 1A   et d’angle 
2

3


. n   , on 

note na  l’affixe du point nA  et nz celle de nM . 

1. Exprimer n 1z  en fonction de nz  et n 1a  . 

2. Justifier que  2
3n 3 3n 3 2 1z z (1 j) a ja j a        

3. Montrer que si 2022 0M M  alors le triangle 1 2 3A A A  est 

équilatéral. 
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Corrigé 

1. n 1 n n 1z jz (1 j)a     

2. On a : 

  

3n 3 3n 2 3n 3

3n 3 3n 1 3n 2 3n 3

2 2
3n 3 3n 1 3n 2 3n 3

2 2
3n 3 3n 3n 1 3n 2 3n 3

2 3 2
3n 3 3n 3n 1 3n 2 3n 3

3n 3

z jz (1 j)a

z j(jz (1 j)a ) (1 j)a

z j z (j j )a (1 j)a

z j (jz (1 j)a ) (j j )a (1 j)a

z z (j j )a (j j )a (1 j)a

z

  

   

   

   

   



  

     

     

       

       

  2
3n 3n 3 3n 2 3n 1z (1 j) a ja j a       

 

 

Or 3n 3 3 3n 2 2 3n 1 1a a , a a  et a a      d’où 

 2
3n 3 3n 3 2 1z z (1 j) a ja j a       

 

3. Soit  2
3 2 1(1 j) a ja j a      on a 

3n 3(n 1) 3(n 2) 3(n 3)z z z 2 z 3 ...           .  

On remarque que  3n 3(n p)z z p    et on montre que 3n 0z z n    

Puisque 2022 3 674   alors 2022 0z z 674     
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On suppose que 2022 0M M  alors 2022 0z z  d’où 0 ce qui 

signifie que 2
3 2 1a ja j a 0   or 2 21 j j 0 j (1 j)       donc 

3 2 1

3 1 2 1

2
i i

3 1 3 3

2 1

a ja (1 j)a 0

a a j(a a )

a a
j e e

a a

 


   

    


     



.  

Ce qui montre que le triangle 1 2 3A A A  est équilatéral. 

Exercice 3 

L’objet de l’exercice est l’étude des diviseurs premiers du 

nombre 4A(n) n 1   où n est un entier supérieur ou égal à 2. 

1. a) Étudier la divisibilité de A(n) par 2 et sa divisibilité par 3. 

b) Soit d un diviseur de A(n), montrer que d et n sont premiers 

entre eux et que  8n 1 d  

2. Soit d un diviseur de A(n). On note p le plus petit entier 

naturel non nul tel que  pn 1 d . 

a) Montrer que si  kn 1 d  alors p divise k puis en déduire que p 

divise 8 

b) Montrer que si, de plus, d est premier, alors p divise d −1.  

3. Déterminer les diviseurs premiers de A(12). 

 

Corrigé 
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1. a) la parité de A(n)  est contraire à celle de n. Donc A(n)  est 

divisible par 2 ssi n est impaire. 

La table de congruence montre que le reste de la division de 

A(n)  par est soit 1 soit 2. Donc A(n)  n’est pas divisible par 3. 

    A(n) 1 3 n 0 3   . 

b) Soit d un diviseur de A(n) . Tout diviseur commun de d et n 

divise encore A(n)  et 4n  alors il divise 4A(n) n 1   donc il est 

égale à 1 . Alors d et n sont premiers entre eux.  

Comme d divise A(n)  alors      4 8A(n) 0 d n 1 d n 1 d      . 

2. a) Si  kn 1 d  alors k est plus grand que p. Supposons que la 

division euclidienne de k par p s’écrit k pq r  avec 0 r p   

alors  qk p rn n n  et comme  pn 1 d alors    qpn 1 d  d’où 

 k rn n d  donc on a  rn 1 d  et comme r p  et p est le plus 

petit entier naturel non nul tel que  pn 1 d alors  r 0   donc p 

divise k. 

Puisque  8n 1 d  alors p divise 8. Donc  p 1;2;4;8  . 

b) Supposons que d est premier. Comme d et n sont premiers 

entre eux (question 1. b) alors n n’est pas un multiple de d d’où, 

d’après le petit théorème de Fermat on a  d 1n 1 d  ce qui 

montre que p divise d 1  (question 2. a). 
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3. Si d est un diviseur premier de A(12) alors d’après les 

questions précédentes on a d 1  est divisible par 8 donc 

d 8n 1   où n est un entier naturel. En plus si  n 1 3  alors 

 d 0 3  donc 3 divise d et par conséquence elle divisera A(12) ce 

qui est impossible (question1.a). 

Donc on cherche les diviseurs premiers de A(12) de la forme 

d 8n 1   avec n non congru à 1 modulo 3. 

D’autre part 4A(12) 12 1 20737    et la liste des nombres 

premiers vérifiant les conditions précédentes contient 

17;41;73;89;97;113;137;193;217;233;....   

Alors les diviseurs premiers de A(12)  sont 89 et 233 . 

 

Exercice 4 

Résoudre dans 2  le système d’équations 

3 2

3 2

x 9y 54y 108y 70

y 9x 54x 108x 70

    


   
. 

On donnera les solutions sous forme algébrique 
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Corrigé : 

3 2 3 2

3 2 3 2

3

3

x 9y 54y 108y 70 x 2 9(y 6y 12y 8)

y 9x 54x 108x 70 y 2 9(x 6x 12x 8)

x 2 9(y 2)

y 2 9(x 2)

           
          
    

  

 

Posons X x 2   et Y y 2   donc on a 

 
3

33 4 9 8 9

3

X 9Y
X 9 9X X 9 X 3 X

Y 9X

      


  

Cette équation s’écrit  

     
    

8 4 4

4 2

X (3X) 1 0 X (3X) 1 (3X) 1 0

X (3X) 1 (3X) 1 3X 1 (3X 1) 0

1 1 5 7
X 0 ou X  ou X x 2 ou x  ou x   

3 3 3 3

     

     


       

  

Comme 3Y 9 X  alors : 

X 0 Y 0 y 2       

1 1 5
X Y y

3 3 3
        

Et 
1 1 7

X Y y
3 3 3

       

Donc les solutions du système sont les couples 

5 5 7 7
(2;2);  ;  et  ;

3 3 3 3
   
   
   

 . 
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Corrigé du Sujet 4   1er tour  2021 

 

Exercice 1: (25 points) 

On considère les matrices 

1 0 1

A 0 1 1

1 12

 
   
  

,  
4 5 1

B 3 1 2

0 1 1

 
   
 
 

  ,
2 2 0

C 1 4 1

2 4 2

 
   
 
 

 , 

1 2 3

D 1 2 3

1 2 3

 
   
    

 

1) Calculer AB, AC et AD. 

2) Trouver toutes les matrices carrées M d’ordre 3 telles 

que AM=0 (où 0 désigne la matrice nulle). 

 

Corrigé de l’Exercice 1 

1) 
4 6 2

AB 3 0 3

5 12 1

 
   
 
 

 ; 
4 6 2

AC 3 0 3

5 12 1

 
   
 
 

 et 
0 0 0

AD 0 0 0

0 0 0

 
   
 
 

 

2) Si 
a b c

M d e f

g i j

 
   
 
 

  alors  

a g b i c j

AM d g e i f j

2a d g 2b e i 2c f j

   
     
       
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a g 0

d g 0

2a d g 0

b i 0 a d g

AM 0 e i 0 b e i

2b e i 0 c f j

c j 0

f j 0

2c f j 0

 
  
   


     
        

      
  
  
   

  

donc 

a b c

M a b c

a b c

 
   
    

 

 

Exercice 2: (25 points) 

1) Résoudre l’équation 2Z 104 Z 4913 0 (E )   . 

2) Soit 
1z et 

2z deux complexes tels que 
1 2z z 17   et soit 

1 2x z z   

Montrer que 3x 51x 104   si et seulement si 3
1z  et  sont les 

solutions de l’équation (E). 

3) On appelle entier de Gauss tout nombre complexe dont la partie 

réelle et la partie imaginaire sont des entiers relatifs.  

C’est-à-dire: z a ib   avec a,b . 

Montrer que les solutions de (E) sont des cubes d’entiers de Gauss. 

3
2z



AMIMATHS            Recueil Olympiades Nationales de Maths   7C        Tome 1                57 

4) En déduire que l’équation 3x 51x 104   a une solution entière 

que l’on déterminera. 

 

Corrigé de l’Exercice 2 

2

2 2 2

1)  52 4913 2704 4913 2209 (2500 9 300)

(50 3 2 50 3) 47

          

         
  

donc les solutions de  E  sont 52 47i et 52 47i   . 

2) Si 3x 51x 104  alors    3

1 2 1 2z z 51 z z 104     

   
 

3 3
1 2 1 2 1 2 1 2

3 3
1 2 1 2 1 2

z z 3z z z z 51 z z 104

z z (51 3z z ) z z 104 104

      

      
.  

En plus 
1 2z z 17 

 33 3 3
1 2z z 17 20 3 8000 3600 540 27 4913         

D’où 
3 3
1 2

3 3
1 2

z z 104

z z 4913

  


 
 donc 3 3

1 2z  et z  sont solutions de l’équation 

2Z 104Z 4913 0   qui est ( E ) . 

Réciproquement :  

Si 3 3
1 2z  et z  sont solutions de l’équation ( E )  alors on a 

3 3 3 3
1 2 1 2

3 3 3
1 21 2

z z 104 z z 104

z z 17z z 4913 17

       
    

. 
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Or  3 3 3 3
1 2 1 2 1 2x z z 3z z z z x 104 51x         

3) Soient a et b deux entiers tels que  3
a bi 52 47i    c’est-à-

dire que 
 
 

 
3 2 2 2

2 3 2 2

a 3a b 52 a a 3b 52
S

3ab b 47 b 3a b 47

      
    

 .  

Donc b est un diviseur de 47 qui est un nombre premier alors 

 b 1; 1; 47; 47     

En prenant b 1  le système  S  s’écrit 

 2
2

2

a a 3 52
a 16 et 13a 52 a 4

3a 1 47

       
 

 

D’où    3 3
4 i 5 2 4 7 i 4 i 52 4 7 i        donc les solutions de 

l’équation ( E )  sont des cubes d’entiers de Gauss. 

4) Soient 
1z 4 i   et 

2z 4 i   donc 
1 2z z 17 , en plus 3

1z 52 47i   

et 3
2z 52 47i  sont les solutions de ( E )  alors d’après la question 2) 

on a 
1 2x z z   est solution de l’équation 3x 51x 104  . Or 

1 2z z 8  . D’où 8 est une solution de l’éqution 3x 51x 104  . 

Remarque :  

les solutions de 3x 51x 104   sont 8; 4 3et 4 3      
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Exercice 3: (25 points) 

 

Soit ABC un triangle dont tous les angles sont aigus et on note D, 

E et F les pieds de ses hauteurs issues respectivement de A, B et 

C 

Les cercles inscrits dans les triangles BDF et CDE sont notés 
B  

et 
C . Soit I et J leurs centres respectifs. 

La droite (DF) est tangente à  
B  au point M. 

La droite (DE) est tangente à  
C  au point N. 

La droite (MN) recoupe les cercles 
B  et 

C  en P et Q 

respectivement ( P M   et Q N  ). 

1) Faire une figure. 

2) Montrer que  (DM,DI) (DJ,DN) 
   

. 

3) Montrer que PM QN . 
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Corrigé de l’Exercice 3 

 

1) Figure 

2) On note 
Br   et 

Cr  les 

rayons respectifs des cercles  

B  et 
C  ; T et U leurs 

points de contact avec la 

tangente commune (BC). 

Les triangles ACD et ACF 

sont rectangles de même 

hypoténuse. Alors les points 

A,F,D et C sont cocycliques. Il en est de même pour les points 

A,B,D et E 

Donc on a (modulo   ) : 
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1
(DM,DI) (DM,DT)         symétrie

2
1

(DF,DC)         colinéarité
2
1

(AF, AC)         cocyclicité
2
1

(AB, AE)         colinéarité
2
1

(DB,DE)         cocyclic
2











  



 

 

 
ité

1
(DU,DN)         colinéarité

2

(DJ,DN)            symétrie





 

 

 

3) Les triangles rectangles DMI et DNJ sont semblables (mêmes 

mesures d’angles).  

C

B

rDN JN

DM JM r
   . 

D’autre part, 
  


sinMND sinDMN DN sinDMN

DM DN DM sinMND
   . 

On a : 
BPM 2r sinMTP  et  (TM,TP) (MF,MP) (MD,MN)  

   
 

donc 
BPM 2r sinDMN  


CQN 2r sinQUN  et  (UN,UQ) (NE,NQ) (ND,NM)  

   
 donc 


CQN 2r sinMND  
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Donc 






B B

CC

2r sin DMN rPM sin DMN DM DN
1

QN r DN DM2r sinMND sin MND
       . 

Enfin PM QN . 

Exercice 4: (25 points) 

Soit n un entier naturel strictement positif.  x et y deux réels 

positifs tels que n nx y 1   . 

1) Montrer que pour tout réel  t 0,1  : 
2

4

1 t 1

t1 t





 . 

2) Montrer que 
2k 2kn n

4k 4k
k 1 k 1

1 x 1 y 1

(1 x)(1 y)1 x 1 y 

   
       

   . 

 

Corrigé de l’Exercice 4 

1)  t 0,1  on a 

     
2

4 2 3 2 4
4

1 t 1
1 t t 1 t (1 t)(1 t ) 0 t 1 t 1 t

t1 t


            


  

2) Remarquons que n n n n n nx y 1 x 1 y  et y 1 x       . 
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En prenant kt x  on trouve 

2k 2 2k

4k 4 k 4k k

1 x 1 t 1 1 1 x 1

t1 x 1 t x 1 x x

  
    

  
. D’où 

 

n

2k n nn n

4k k n n
k 1 k 1

2k nn

4k n
k 1

1
1

1 x 1 1 x 1 yx
1x1 x x x x 1 x (1 x)1
x

1 x y
(1)

1 x x (1 x)

 



        
  


 

 

 



. 

Par analogie on a  

 
2k n nn n

4k k n n
k 1 k 1

2k nn

4k n
k 1

1 y 1 y 1 x

1 y y y y 1 y (1 y)

1 y x
(2)

1 y y (1 y)

 



 
  

  


 

 

 


. 

Le produit des relations  (1) et 2  donne 

 

2k 2k n nn n

4k 4k n n
k 1 k 1

1 x 1 y y x 1

1 x (1 y)1 x 1 y x (1 x) y (1 y) 

   
           

  .  

D’où  
2k 2kn n

4k 4k
k 1 k 1

1 x 1 y 1

(1 x)(1 y)1 x 1 y 

   
       

  .  
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Corrigé du Sujet 5   1er tour  2020 

 

Enoncé de l’Exercice 1 

On donne la matrice: 
0 1 0

A 0 0 1

0 0 0

 
   
 
 

 

A tout réel x on associe la matrice 2 2
3

1
M(x) I xA x A

2
    

1) Calculer 2A  et 3A  et en déduire, pour tout entier  n 3 , la 

valeur de nA . 

2) Montrer que M (x)M (y ) M (x y )  . 

3) Soit n un entier naturel. Ecrire les matrices M (x)  et  n
M(x)  

sous forme de tableaux. 

 

Corrigé de l’Exercice 1 : 

 

1) 2

0 1 0 0 1 0 0 0 1

A 0 0 1 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

     
          
     
     

 et 

3
3

0 0 1 0 1 0 0 0 0

A 0 0 0 0 0 1 0 0 0 A 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

    
           
    
    
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Pour tout entier  n 3 , on a 
n 3 n 3 n 3

3 3A A A 0 A 0      . 

2)  On a 2 2 2 2
3 3

1 1
M (x)M (y ) I xA x A I yA y A

2 2
          
   

 donc 

2 2
3

2 3 2 2 2 3 2 2 4

1
M(x)M(y) I yA y A xA xyA

2
1 1 1 1

                          xy A x A x yA x y A
2 2 2 2

     

  
  

or 
3 4

3A A 0  , d’où  

2 2 2 2 2
3

2 2 2
3

1 1
M(x)M(y) I yA y A xA xyA x A

2 2
1 1

                 I (x y)A x xy y A
2 2

     

       
 

 

 2 2
3

1
M(x)M(y) I (x y)A x y A M(x y)

2
         

2 2
3

2 2

1
3) M(x) I xA x A

2

x x
0 0 1 x1 0 0 0 x 0 2 2

    M(x) 0 1 0 0 0 x 0 0 0 0 1 x

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1

   

   
                                    

 

 
2

2

1 2x 2x

M(x) M(x)M(x) M(2x) 0 1 2x

0 0 1

 
 

    
 
 

.  
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On a    n n 1
M(x) M(x) M(x)


 , on démontre alors  par récurrence 

que  

2 2

n

1
1 nx n x

2
M(x) M(nx) 0 1 nx

0 0 1

 
 
 

   
 
 

 

Enoncé de l’Exercice 2 

Soit  et    deux cercles qui se coupent en A et B. Les tangentes 

en A à  et   recoupent respectivement   et   en D et C et la 

droite  CD
 
recoupe le cercle  en un point M différent de B. On 

se propose de montrer que la droite  MB
 
passe par le milieu du 

segment  AD   

1) Soit N le point d’intersection de  BM avec  . Donner une 

mesure de l’angle  AN,CD
 

. 

2) Déterminer la nature du quadrilatère AMDN puis conclure. 

 

Corrigé de l’Exercice 2 : 

 

1) En appliquant le théorème de la tangente avec celui de la 

cocyclicité sur   on trouve 

           AC, AN BA,BN AN, AC BN, BA    
       

 , d’où : 
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             AN,CD AN,CM AN, AC AC,CM BN,BA BA,BM     
           

 

           AN,CD BM,BA BA,BM AN,CD 0      
       

.  

Donc  AN  est parallèle à  CD . 

2) En appliquant le théorème de la tangente avec celui de la 

cocyclicité sur   on trouve 

           AD, AM BA,BM AM, AD BM ,BA    
       

 ,  

d’où : 

           AM,DN AM, AD AD, DN BM,BA BA,BN    
         

 

   AM , DN 0  
 

 alors les droites  AM  et  DN  sont 

également parallèles. D’où AMDN est un parallélogramme ce qui 

montre que les segments  AD  et  MN ont le même milieu donc 

la droite  MB
 
passe par le milieu du segment  AD  
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Enoncé de l’Exercice 3 

On considère dans  , les complexes 
1z  et 

2z  de module 1 et 

d’arguments respectifs   et  .  

1) Montrer que 
 2

1 2

1 2

z z

z z


 est un réel positif ou nul.  

2) Dans le plan complexe rapporté au repère orthonormé 

 O;u,v
 

, on considère les points A et B d’affixes respectives a et 

b (on suppose que les points O, A et B ne sont pas alignés). 

Calculer en fonction de a et b l’affixe z du point I barycentre du 

système     A, b ; B, a . 

3.a) A l’aide de la question 1),  montrer que 
2z

ab
est un réel 

strictement positif.  

b) Exprimer arg z  en fonction de arg a  et arg b . 

c) En déduire que OI


 est un vecteur directeur de la bissectrice de 

l’angle A O B .  

 

Corrigé de l’Exercice 3 

1) 
   

 

2
i

222 i i

1 2 2
i i i

1 2

2cos e
e e 2z z

4cos
z z 2e e e



 

  

  
           

 
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donc c’est un réel positif ou nul. 

2)      a b b a
I bar A, b ; B, a z

a b


  


 

3. a) On a 

 

 
 

2

2
22

22

2
2

2

a b

a b b a a b
z a b

a b a b

a ba b
a b a ba b a bz

a bab ab a b a b
a b

              
 

        
    

    
 

.  

 Comme 
 2

a b

a b
 est un réel positif et 

2

a b

a b

a b

a b

 
  

 


 est de la 

forme 
 2

1 2

1 2

z z

z z


 avec 1 2

a b
z  et  z

a b
   qui sont de module 1, 

alors 
2z

ab
est un réel positif .   

 Si le réel 
 2

a b
0

a b



 car si a 0 ou b 0   alors les points 

O, A et B seront réduits à 2 et donc alignés.  
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 si 

2

a b

a b
0

a b

a b

 
  

  


 alors 

 ba b b b
0 1 arg OA,OB

a b a a a
             
 

 
 

O, A et B alignés.  

D’où 
2z

0
ab

  et par conséquence il est un réel strictement positif. 

b)   
2 2

*z z 1
arg 0 arg z arga argb

ab ab 2

 
      

 
  

c)  1
arg z arga argb

2
    1

arg z arga argb arga
2

   

   1
OA,OI OA,OB

2
 

   
 

D’où OI


 est un vecteur directeur de la bissectrice de l’angle 

A O B . 

 

Enoncé de l’Exercice 4  

Soient A, B et C trois points du plan, deux à deux distincts, 

d’affixes respectives a, b et c. Montrer que les quatre 

propositions suivantes sont équivalentes : 

1)  Le triangle ABC est équilatéral  
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2) j ou 2j est racine de l’équation 2az +bz c 0   

3) 2 2 2a +b c ab ac bc     

4) 
1 1 1

0
b c c a a b

  
  

 

 

Corrigé de l’Exercice 4 

On a 
2

i
3j e


 en plus on a 3 2 1
j 1; j j

j
    

 Supposons que le triangle ABC est équilatéral alors  

 
i

3
c a

e
b a





 ou 

i
3

c a
e

b a







 or  
i i i

3 3 3
c a

e c a be ae
b a

  
     


 

i i 2 4 23 3( 1 e )a be c 0 ja bj c 0 aj bj c 0
 

             et 

i i i
3 3 3

i i
3 3

2

c a
e c a be ae

b a

( 1 e )a be c 0

aj bj c 0

  
 

 
 


     



     

   

.  

D’où 1 2P P  

 Si j est solution de l’équation 2az +bz c 0   alors on a 
2 2aj + b j c 0 a ( j 1) b j (c a ) 0       

i
3

c a
j(b a) (c a) 0 j e

b a




        


donc ABC est 

équilatéral. De même si 2j est solution de 2az +bz c 0   alors 

4 2 4 2aj + b j c 0 a ( j 1) b j (c a ) 0         
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i2 2 3
c a

j (b a) (c a) 0 j e
b a


        


donc ABC est 

équilatéral. D’où 2 1P P  

 Si ABC est équilatéral alors d’après Alkashi on a : 

2 2 2 2 2 2a b c 2bccos a b c bc
3


       par analogie on 

exprime 2b  et 2c , alors on a 

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

a b c bc

b c a ac

c a b ab

a b c 2(a b c ) (bc ac ab)

a b c bc ac ab

   


  
   
        

     

 

 D’où 1 3P P . Réciproquement si 2 2 2a b c bc ac ab      

alors on a 

 

2 2 2

2

a b 2ab c bc ac ab

                      c(b c) a(c b)

                      (b c)(c a)

(a b) (b c)(c a)

      
   
  

    

 

Donc  

  

 2

1 1 1 b a 1

b c c a a b b c c a a b

b a 1
                                

a bb a

1 1
                               

b-a a b
                               0


   

     


 



 



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donc 3 4P P  

 Supposons que 
1 1 1

0
b c c a a b

  
  

alors on a 

  

  

b a 1

b c c a a b

c b 1

a - b c a b - c

b a c a

b c b a
c b b a

c a b - c
c a b a c b

arg arg arg
b a b c c a

     


  
 

     
  

 
  

  
  

 

  donc le triangle ABC est équilatéral. D’où 4 1P P . 

Conclusion : On a démontré que 
1 2 1 3 4 1P P  et  P P P P     

donc les 4 propositions sont équivalentes.  

Enoncé de l’Exercice 5 

Résoudre dans 2  :      ppcm x,y pgcd x,y 243  . 

 

Corrigé de l’Exercice 5 

Soit ( E )  l’équation    ppcm x,y pgcd x,y 243   et soit 

d p gcd(x,y) . Il existe deux entiers x  et y   premiers entre eux 

tels que x dx  et y dy  . Dans ce cas on a  ppcm x,y dxy  , 
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donc l’équation ( E ) s’écrit  dx y d 243 d(x y 1) 243        . 

Alors d est un diviseur de 243 or 5243 3 et ses diviseurs sont 

1; 3;  9;  27; 81; 243  et 
243

x y 1
d

     

 

1er cas d 1  alors 2x y 244 2 61      alors : 

 x 1 y 244 x 1 et y 244        

 x 4 y 61 x 4 et y 61        

 x 61 y 4 x 61 et y 4        

 x 244 y 1 x 244 et y 1        

 

2ème  cas d 3  alors x y 82 2 41      alors : 

 x 1 y 82 x 3 et y 246        

 x 2 y 41 x 6 et y 123        

 x 41 y 2 x 123 et y 6        

 x 82 y 1 x 246 et y 3        

 

3ème  cas d 9  alors 2x y 28 2 7      alors : 

 x 1 y 28 x 9 et y 252        
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 x 4 y 7 x 36 et y 63        

 x 7 y 4 x 63 et y 36        

 x 28 y 1 x 252 et y 9        

 

4ème cas d 27  alors x y 10 2 5      alors : 

 x 1 y 10 x 27 et y 270        

 x 2 y 5 x 54 et y 135        

 x 5 y 2 x 135 et y 54        

 x 10 y 1 x 270 et y 10        

 

 

5ème  cas d 81  alors x y 4    alors : 

 x 1 y 4 x 81 et y 324        

 x 4 y 1 x 324 et y 81        

  

6ème  cas d 243  alors x y 2    alors : 

 x 1 y 2 x 243 et y 486        

 x 2 y 1 x 486 et y 243        
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Corrigé du Sujet 6  1er tour  2019 

 

Exercice 1 : (20 points) 

Soit A un point d’un cercle  de 

centre O et de rayon R.  

Soit  un cercle de centre A qui 

rencontre en P et Q .  

Mun point de   distinct de P et Q 

tel que  MP recoupe en B  et  MQ  recoupe en D . On 

cherche à démontrer par deux méthodes que :    BD AM . 

1° Méthode 1 : Puissance d’un point par rapport à un cercle. 

a) Soit 
M  une droite quelconque passant par M qui coupe en

E et F . Placer  OE S E  et montrer que 2 2M E M F O M R 
 

  

(ce nombre est appelé la puissance du point M par rapport à  )  

b) Que peut-on dire de MP MB
 

 et M Q M D
 

  ? 

c) Montrer que :    BD AM   

2° Méthode 2 : Angles orientés 

a) Montrer que :    AM, AQ 2 MQ,MA  
   

  

b) Montrer que :    BD AM  
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Solution 

1° Méthode1 : Puissance d’un point par rapport à un cercle.                         

On a :
2

2 2 2EE
ME.MF ME.ME OM OM R

4


    

   
.  

Comme ce nombre est indépendant de la droite
M ,  

alors 2 2M P .M B M Q .M D O M R  
   

. 

Soit 
AM S (M )  , on a : 

 

 
 
 

1
MA.DB MM . MB MD

2
1

MM .MB MM .MD
2
1

MP.MB MQ.MD
2
0

 

  

 



    

   

   
 

D’où les droites (DB )  et (AM)  sont perpendiculaires. 

 

2° Méthode 2 : Angles orientés 

a)On remarque que AMQ est un triangle isocèle donc 

    MQ,MA QA,QM 
   

 et comme la somme des angles orientés 

d’un triangle est égale à   alors    AM, AQ 2 MQ,MA  
   

 

b) On a: 
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     
   
   

     

2 DB,MA 2 DB,DM 2 DM,MA

                    2 DB,DQ 2 MQ,MA

                    2 PB,PQ 2 MQ,MA

2 DB,MA 2 PM,PQ 2 MQ,MA

 

 

 

  

     

   

   

     

                            AM, AQ 2 MQ,MA

                         

 

 

   

 

D’où      2 DB,MA DB,MA
2


   

   
. Donc les droites (DB )  et 

(AM)  sont perpendiculaires. 

 Exercice 2 ; (20 points) 

Soit le nombre : 3 3X 9 4 5 9 4 5     

1° Calculer 3X  

2° Montrer que X est un entier naturel que l’on déterminera. 

 

Solution 

1°  3 3 3 3X 18 3 9 4 5 9 4 5 X 18 3X         

2° On a 3X 3X 18 0   Avec  

3 3 3 3X 9 4 5 9 4 5 9 4 5 8 2 X 2           
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Soit 3f ( x ) x 3 x 18   , x 2  . 2f ( x ) 3 x 3 9 0      donc f est 

continue et strictement croissante sur  2;  alors c’est une 

bijection de cet intervalle sur son image qui est  16;  . 

D’où l’équation  f x 0  admet une unique solution sur   2; . 

Or  f 3 0 , donc 3 est la seule solution de cette équation . On en 

déduit donc que 3 3X 9 4 5 9 4 5 3     . 

 

Exercice 3 : (20 points) 

1° Soit  22A p 2p 1   où p . Déterminer les restes possibles de 

la division de A par 10. 

2° Soit 
n

3 3 3 3
n

k 1

S k 1 2 ... n


      avec n  . 

a)  Montrer que :  n    , 
 22

n

n n 1
S

4


 . 

b) Quel est le chiffre des unités de 
2018S ?  

c) Quel est le chiffre des unités de 
2019

2019S

900

 
 
 

? 
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Solution 

 

1° Soit  22A p 2p 1   où p . Déterminons les restes possibles 

de la division de A par 10. 

reste de p 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

reste de 2p+1 1 3 5 7 9 1 3 5 7 9 

reste de p² 0 1 4 9 6 5 6 9 4 1 

reste de (2p+1)² 1 9 5 9 1 1 9 5 9 1 

Reste de A 0 9 0 1 6 5 4 5 6 1 

Alors les restes possibles de la division de A par 10 sont : 0 ; 1 ; 

4 ; 5 ; 6 ; 9. 

2° a) Soit 
n

3
n

k 1

S k


 . Montrons par récurrence que 
 22

n

n n 1
S

4


  

On a 
2 2

3
1

1 2
S 1 1

4


   , donc la proposition est vraie pour n 1

.Supposons que 
 22

n

n n 1
S

4


 , or

   
n 1 n

3 33 3
n 1 n

k 1 k 1

S k k n 1 S n 1



 

          
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   
     22 2 222

3

n 1

n 1 n 4(n 1)n n 1 n 1 n 2
S n 1

4 4 4

          

.  

D’où n     on a 
 22n

3
n

k 1

n n 1
S k

4


   

b) On a  
2 22018

23 2 2 2
2018

k 1

2018 2019
S k 1009 2019 p 2p 1

4


     

avec p 1009  et d’après le tableau de congruence de la question 

1° on a le dernier chiffre de 
2018S  est 1. 

c) D’après a) on a 

 
2 22019

23 2 2
2019

k 1

2019 2020
S k 2019 1010 2019 1010

4


       donc 

 
2

22019S 2019 1010
673 101

900 30

    
 

 

 

Or  

 

 
 

   
   

2

2

673 3 10

101 1 10

673 101 3 10

673 101 9 10

673 101 1 10

 


 
  

  

   

. 
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D’où  

 

   

   

2019

2019
20192019

2019 2019

2019 2019

S
1 10

900

S
1 10

900

S S
1 10 9 10

900 900

 

 
   

 

   
       

   

 

D’où le chiffre des unités de 
2019

2019S

900

 
 
 

 est 9. 

 

Exercice 4 : (20 points) 

Soient n  un entier naturel non nul et   un réel. 

1° Résoudre le système 
n nu v 2sin

uv 1

   



 , où u  et v  sont des 

nombres complexes. 

2° Résoudre le système 
n n

1 2 1 2

2 2
1 2

(z iz ) (z iz ) 2sin

z z 1

     


 
, où

1z et 
2z  

sont des nombres complexes. 

 

Corrigé  

1) n 2n n
n

1 1
v u 2sin u 2u sin 1 0

u u
          
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C’est une équation du 2nd degré en nu , on a 

 22sin 1 icos     d’où  

i ( ) i ( )n n2 2u sin i cos e ou u sin i cos e
 

  
          . 

Or 
(4k 1)

i( ) i( )n 2 n 2nu e u e
   

  
   

 
  et  

(4k 1)
i( ) i( )n 2 n 2nu e u e

   
    

   
 

 avec k un entier prenant les 

valeurs de 1 à n-1. 

Donc les solutions sont 

(4k 1) (4k 1)
i( ) i ( )

n 2n n 2n

(4k 1) (4k 1)
i( ) i ( )

n 2n n 2n

u e u e
ou

v e v e

     
  

     
  

 
  

 
   

 

 

n n n n
1 2 1 2 1 2 1 2

2 2
1 2 1 21 2

n n

(z iz ) (z iz ) 2sin (z iz ) (z iz ) 2sin
2  

(z iz )(z iz ) 1z z 1

u v 2sin

uv 1

              
     

   
 



 

avec 1 2 1 2 1 2

1 1
z iz u et z iz v z (u v) et z (u v)

2 2
         . 

D’où 
1 1

2 2

1 1
z (u v) z (u v)

2 2
1 1

z (u v) z (u v)
2 2

       
    
  
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(4k 1) (4k 1) (4k 1) (4k 1)
i( ) i( ) i( ) i( )

n 2n n 2n n 2n n 2n

1 1

(4k 1) (4k 1) (4k 1) (4k 1)
i( ) i( ) i( ) i( )

n 2n n 2n n 2n n 2n

2 2

e e e e
z z

2 2ou

e e e e
z z

2 2

           
     

           
     

 
    

  
    
 

 

1 1

2 2

(4k 1) (4k 1)
z cos( ) z cos( )

n 2n n 2nou
(4k 1) (4k 1)

z sin( ) z sin( )
n 2n n 2n

                       
  

 avec 

 k 0;1; 2; ...; n 1   

 

Exercice  5 : (20 points) 

On considère la matrice 
1 0

A
a 2

 
  
 

où a est un réel non nul. On 

se propose de déterminer les réels 
n nx et y tels que n

n n 2A x A y I 

, où 
2I est la matrice unité d’ordre 2. 

1° Calculer 2 3A et A . 

2° Montrer que : n  , 
n 1 n n n 1 nx 3x y et y 2x     . 

3° Démontrer que : n  ,    n n n
2A 2 1 A 2 2 I    . 

4° Déterminer la matrice inverse de 2019A .    

  

 



AMIMATHS        Recueil Olympiades Nationales de Maths         7C  Tome 1            85 

 

Solution 

1° 21 0 1 0 1 0 1 0
A A

a 2 a 2 a 2 3a 4

      
         
      

 

2 31 0 1 0 1 0 1 0
A A

3a 4 a 2 3a 4 7a 8

      
         
      

 

2° On remarque que 2
2A 3 A 2I   et  

3 2
2 2 2A A ( 3 A 2 I ) 3 A 2 A 3( 3 A 2 I ) 2 A 7 A 6 I           

On sait que 0 1 0 0

0 1 0

x 0 x 1 3x y
et

y 1 y 0 2x

    
     

  

en plus  2 1 12
2

2 1

x 3 3x y
A 3A 2I

y 2 2x

  
       

 

Comme n
n n 2A x A y I   alors  

 

n 1 n

n n 2

2
n n

n 2 n

n n n 2

A A A

       (x A y I )A

       x A y A

       x 3A 2I y A

       (3x y )A 2x I

  
 

 

  

  

  

n 1
n 1 n 1 2O r A x A y I
   , d’où 

n 1 n n n 1 nx 3x y et y 2x     . 
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3° Montrons par récurrence que 
n

n

n
n

x 2 1
n

y 2 2

    
 

  

On a 
0 1

0 1

0 1
0 1

x 0 2 1 x 1 2 1
et

y 2 2 y 0 2 2

       
 

     
.  

 

La proposition est donc vraie pour n 0  et n 1  

Supposons que  

n
n

n
n

x 2 1

y 2 2

  


 
 

on a alors 
 

 

n n n 1
n 1 n n

n n 1
n n

x 3x y 3 2 1 2 2 2 1

y 2x 2 2 1 2 2






        


      
 

D’où 

n
n

n
n

x 2 1
n

y 2 2

    
 

 . 

Ce qui montre que  : 

n  ,    n n n
2A 2 1 A 2 2 I    . 
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4° D’après 3° on a 

 

   

   

 

n n n
2

n n
n

n n n

n
n n

A 2 1 A 2 2 I

2 1 0 2 2 0
A

2 1 a 2 2 1 0 2 2

1 0
A

2 1 a 2

   

   
          
 

     

 

 

On a n ndet A 2 donc nA est inversible soit 
nB sa matrice inverse 

on  a : 

 

   
n

n n n nn n

1 02 01
B B

2 1 a 22 1 2 a 1  

   
           

 

 

La matrice inverse de 2019A  est donc la matrice   

 2019 2019 2019

1 0
B

2 1 a 2 

 
    
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Corrigé du Sujet 7   1er tour  2018 

 

Exercice 1 : (20 points) 

ABCD est un carré direct de coté 1, (Q) est un quart de cercle de 

centre C et passant par B et D.  

 M est un point variable du segment [AB] distinct de A et B. Par 

le point M on trace la tangente à (Q) qui coupe le coté [AD] en N. 

Le point de contact de la tangente avec (Q) est nommé T. 

On pose A M x et AN y avec 0 x 1  et 0 y 1   

1. a) Faire une figure et démontrer que : MN 2 x y    

b) En déduire que 
2

y 2
x 2

 


 

2) Déterminer la valeur de x  pour laquelle la distance MN est 

minimale. Calculer cette distance. 

3) Déterminer la valeur de x pour laquelle l’aire du triangle

AMNest maximale. Calculer cette aire. 
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Corrigé 

1° a) La construction de la figure 

 

 

 

CTM et CBM sont deux triangles rectangles de même 

hypothénuse CM.  

En plus CT CB (égale au rayon du cercle). D’où les triangles 

CTM et CBM sont isométriques et que MB TM . 

De même les triangles CTN et CDN sont isométriques (même 

raisonnement) d’où TN DN . 

On a   
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   
   

MN TM TN

       BM DN

       AB AM AD AN

       1 x 1 y

       2 x y

 
 

   

   

  

. 

b) On a M N AN A M 
  

. D’après le théorème de Pythagore on a 

2 2 2AN AM MN  . En utilisant la question précédente on trouve 

 22 2 2 2x y 2 x y 4 x y 4x 4y 2xy          . Cette égalité donne 

4 4x 4y 2xy 0    et par conséquence 

   2 x 2 22x 2 2
y x 2 2x 2 y 2

x 2 x 2 x 2

 
       

  
 

2° D’après la question 1° on a : 

22 2 x 2x 2
MN 2 x y 2 x 2 x

x 2 x 2 x 2

                 
 

Soit  
22 x 2x 2

f x x
x 2 x 2

  
   

 
où  x 0,1  

La dérivée f  de f est définie par : 

 
 

 
 

   
 

2

2 2 2

x 2 2 x 2 22 x 22
f x 1

x 2 x 2 x 2

     
     

  
.  

Comme  x 0,1  alors x 2 2 0     donc le signe de  f x  est 

celui de x 2 2   qui s’annule et change de signe en 0x 2 2   

et on a alors le tableau de variation de f  
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Ce qui montre que la distance MN est minimale pour x 2 2  et 

la valeur minimale de cette distance est 2 2 2  . 

3° Le triangle AMN étant rectangle en A, son aire est donc 

 
21 1 2 x x x 2

a x xy x 2 x x 1
2 2 x 2 x 2 x 2 x 2

              
 avec  

 x 0,1 . 

La dérivée de la fonction a est 

 
 

 
 

   
 

2

2 2 2

x 2 2 x 2 2x 2 22
a x 1

x 2 x 2 x 2

    
    

  
 et son 

tableau de variation est : 

 

Donc l’aire du triangle AMN est maximale si et seulement si 

x 2 2  et cette aire maximale est égale à 3 2 2  
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Exercice 2 ; (20 points) 

Pour tout réel a 0 , on considère les matrices   

a

1 1
a a

a3M
1

0
a

    
  

 
 
 

 et a

1 1
a a

aN 3

a 3 a

       
   

 

1) Montrer que a   et b   on a : a b abM M M   , a b b

a

N N M  , 

a b b

a

M N N   et b a abN M N  . 

2) Que peut-on dire de  n

aM  ?  n

aN  où n   ? 

 

Corrigé 

Pour tout réel a 0 , on note  a

1 1
a a

a3M
1

0
a

    
  

 
 
 

  

et 
a

1 1
a a

aN 3

a 3 a

       
   

 

1) Montrer que a    et b    on a : 
a b a bM M M   , 

 
a b b

a

N N M  , 
a b b

a

M N N   et 
b a abN M N   

2) Que peut-on dire de  n

aM  ?  n

aN ? où  n   
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a b

ab

a b ab

1 1 1 1
a a b b

a b3 3a) M .M
1 1

0 0
a b

1 1
ab ab

ab3                
1

0
ab

                M

M .M M

           
     

  
  
  
    

  
 
 
 



 

 

 

a b

a b

a b b

a

1 1 1 1
a a b b

a bb) N N 3 3

a 3 a b 3 b

b 1 a b b 1 b a
ab ab ab ab

a b a a a b3 3N N
a a

0 ab ab 0
b b

d'où N N M

                  
       
                 

        
   

     
   

 
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a b

a b

b

a

a b b

a

1 1 1 1a a b ba3 bc) M N . 3
1

0 b 3 b
a

b 1 a b
ab ab ab ab

a b a3M N
b b

3
a a

b 1 b a

a a b3                N
b b

3
a a

d'où M N N

                        
        

   
 

 
 

    
   

 
 

 

 

 

b a

a b

ab

a

1 11 1 a ab b a3bd) N M 3
1

0b 3 b
a

1 b b 1
ab ab

a a ab3M N
b b

ab 3 ab
a a

1 1
ab ab

ab                   3

ab 3 ab

                   N

d'où M

                       
      

   
 
    

 
       
   



 b abN N
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2° D’après 1) on a : 
a b abM .M M , d’où 2a a a

M .M M et on 

démontre alors par récurrence que pour tout n ,   n

n

a a
M M  

De même comme  
a b b

a

N N M  alors on a  

a a a 1

a

1 0
N N M M I

0 1

 
     

 
 et on démontrer par récurrence 

que pour tout p ,  2p

aN I  et on en déduit que 

 2p 1

a aN N

 . 

Exercice 3 : (20 points) 

1) Resoudre dans   l’équation  E : 3 x 2 y 1  . 

2.a) Montrer que, pour tout entier naturel n ,  le couple 

 14n 3, 21n 4  est solution de  E . 

b) En déduire que  n   les deux nombres 14n 3  et 2 1 n 4  

sont premiers entre eux. 

3.a)  Soit  d p gcd 2 1n 4, 2n 1   .  Justifier que d 1  ou d 13 . 

b) Montrer que  d 13 n 6 1 3   . 

4) Pour tout entier naturel n 2 , on note 2A 21n 17n 4    et 
3 2B 28n 8n 17n 3    . 

a) Montrer que les deux nombres A  et B  sont divisibles par n 1 . 

b) Déterminer, suivant les valeurs de n, le  p gcd A , B . 
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Corrigé 

1) Le couple  1,1 est une solution particulière de  E .  

Pour tout couple  x,y  solution de  E  on a  

3x 2y 1

3 1 2 1 1

 
    

 d’où    3 x 1 2 y 1   .  

Alors 

 
 

2 3 x 1

3 2 y 1

3 2 1

 
 
  

 et d’après le théorème de Gauss on a 
 
 

2 x 1

3 y 1

 



  

ce qui donne x 2m 1   et y 3m 1  , m 

La solution générale  x,y  de  E  est  2m 1,3m 1  , m . 

2.a) Comme, pour tout entier n on a    3 14n 3 2 21n 4 1     

 alors  14n 3,21n 4   est une solution de . 

b) La question précédente montre alors que le pgcd des deux 

nombres 14n 3  et 21n 4   est 1 (théorème de Bézout), c’est-à-

dire que  les deux nombres 14n 3  et 21n 4  sont 

premiers entre eux. 

3.a)  Soit  d pgcd 21n 4,2n 1   .   

 E

n 
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On sait que 

 
 

   
21n 4 10 2n 1 n 6

21 2n 1 2 21n 4 13
2n 1 2 n 6 13

          
   

 

Par conséquence d divise 13 et comme les diviseurs positifs de 13 

ne sont que 1 et 13, on en déduit que d 1  ou d 13 . 

b) Supposons que d 13 . Comme d divise 21n 4 et 2n 1 alors d 

divise n 6 , donc 13n 6  c’est-à-dire que  n 6 13 . 

Réciproquement si  n 6 13  alors n 13k 6   d’où 

 21n 4 13 21k 10    et  2n 1 13 2k 1   , donc 13 divise 

21n 4 et 2n 1  alors 13 divise d et comme d est soit 1 soit 13 

alors on a d=13. 

D’où . 

4) a) La factorisation des nombres A et B donne 

   A n 1 21n 4    et     B n 1 2n 1 14n 3    .  

Ce qui montre que les deux nombres  et  sont divisibles par 

. 

b) Comme 14n 3  et 21n 4  sont premiers entre eux alors 

     pgcd 21n 4, 2n 1 14n 3 pgcd 21n 4,2n 1 d        

D’où    pgcd A,B n 1 d  . 

 d 13 n 6 13  

A B

n 1
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 Si  n 6 13  alors    pgcd A,B 13 n 1   

 Si  n 6 13   alors  pgcd A,B n 1   

 

Exercice 4 : (20 points) 

Soit m un nombre complexe différent de 1. On considère dans 
l’équation  E  d’inconnue z  :  

       2 2E :z 1 i m 1 z i m 1 0      . 

1. a) Montrer que le discriminant de  E  s’écrit sous la forme 

    2
1 i m 1      . 

b) Résoudre dans  l’équation  E . 

c) Déterminer, sous forme algébrique, m tel que le produit des 

solutions de  E soit égal à 1. 

2) Ecrire la forme trigonométrique des complexes 1z 1 im  et

2z m i  , pour im e   (
2


    ).  
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Corrigé 

1° a) Le discriminant de  E  est 

    
   

 
        

2 2

2 2

22 2

1 i m 1 4i m 1

  2i m 1 4i m 1

  2i m² 2m 1 2m² 2

2i m² 2m 1 1 i m 1 1 i m 1

       

    

     

            

 

b) Les solutions de l’équation  E  sont donc 

     
1

1 i m 1 1 i m 1
z 1 im

2

    
    et 

      
2

1 i m 1 1 i m 1
z m i

2

    
   . 

c) Le produit des solutions de  E est  2p i m 1   .  

  2 2 21
p 1 i m 1 1 m 1 i m 1 i

i
            


 Alors p 1  

ssi m est une racine carrée de 1 i  . 

Si m x iy   une racine carrée de 1 i   alors (x , y ) est une 

solution du système : 

x² y² 2

x² y² 1

2xy 1

  


  
 

.    



AMIMATHS       Recueil Olympiades Nationales de Maths   7C      Tome 1                               100 

Le produit des solutions de  E est égal à 1 ssi 

1 2 1 2
m i

2 2

  
   ou 

1 2 1 2
m i

2 2

  
    

2° La forme trigonométrique des complexes 
1z 1 im  et

2z m i  , pour im e   (
2


    ).  

i i
i 2 2 4

1z 1 im 1 ie 1 e 2cos e
2 4

                       
 

. Comme 

,
2

     
 alors 0,

2 4 4

       
 et cos 0

2 4

    
 

. 

D’où l’écriture trigonométrique de 
1z  est 

1z 2cos cos isin
2 4 2 4 2 4

                     
      

 

Pour 
2z  on a 

3
i iii 2 4 2 42

2z m i e e 2isin e 2sin e
2 4 2 4

                               
   

. 

Puis que 0,
2 4 4

       
alors sin 0

2 4

    
 

 et par la suite 

l’écriture trigonométrique de 
2z  est 

2

3 3
z 2sin cos isin

2 4 2 4 2 4

                     
      
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Exercice  5 : (20 points) 

Soit f la fonction définie sur  1,  par : 
2x 1

f(x)
x 1




  
  

1) Calculer les dérivées première, seconde et troisième de f .  

2) Détermine l’expression de la dérivée ( n )f  d’ordre n de f en 

fonction de n. 

 

Corrigé 

Soit f la fonction définie sur  1,  par : 
2x 1

f(x)
x 1




  
  

1) La fonction f est infiniment dérivable sur son  fD 1  .  

Sa dérivée première est  
 2

3
f x

x 1

 


,  

Sa dérivée seconde est  
 3

6
f x

x 1
 


  

Sa dérivée troisième est  
 4

18
f x

x 1

 


 

2) Détermine l’expression de la dérivée ( n )f  d’ordre n de f en 

fonction de n.  
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On remarque que  
 

 
 

1

2 1 1

1 3 1!3
f x

x 1 x 1


    
 

 ; 

 
 

 
 

2

3 2 1

1 3 2!6
f x

x 1 x 1


  
  

 
 et que 

 
 

 
 

3

4 3 1

1 3 3!18
f x

x 1 x 1


    
 

 

Montrons donc par récurrence que pour tout n  , 

     
 

n

n

n 1

3 1 n!
f x

x 1


  



. 

Elle est donc vraie pour  n 1,2,3 . Supposons qu’elle est vraie 

pour une valeur p de n c’est-à-dire que 
     

 

p

p

p 1

3 1 p!
f x

x 1


  



. On 

sait que         p 1 pf x f x 
 d’où 

       
 

   
 

p p 1

p 1

p 2 p 2

3 1 p! 3 1 p 1 !
f x p 1

x 1 x 1




 

      
   

 
. Ce qui 

achève la démonstration et permet de conclure que pour tout 

n  ,      
 

n

n

n 1

3 1 n!
f x

x 1


  



. 
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Corrigé du Sujet 8   1er tour  2017 

 

Exercice 1 (4 points) 

1) Vérifier que, pour tous réels x , y, zon a 

2 2 2 2( x y z ) x y z 2 xy 2 xz 2 y z .         

2) La somme des aires des faces 

d’un parallélépipède rectangle 

est 222cm  et la somme des 

longueurs de ses arêtes est 24cm . 

Déterminer la longueur de ses diagonales intérieures. 

 

Une solution 

1) Vérifier que, pour tous réels x , y, zon a : 

2 2 2 2( x y z ) x y z 2 xy 2 xz 2 y z .         

2( x y z ) ( x y z )( x y z )        d’où 

2 2 2 2( x y z ) x y z 2 xy 2 xz 2 y z .         

2) Déterminer la longueur de ses diagonales intérieures 

 - La somme des aires des faces d’un parallélépipède rectangle est 
222cm  d’où 22 2xy 2xz 2yz.    Donc xy xz yz 11    

- La somme des longueurs de ses arêtes est 24cm  d’où 

4x 4y 4Z 24    donc x y z 6   . 
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La longueur d’une diagonale intérieure est telle que : 

2 2 2L x y z    ( utilisation du théorème de Pythagore). Or 

d’après la question 1) on a : 

2 2 2 2( x y z ) x y z 2 xy 2xz 2 y z        d’où 2 26 L 2 11    donc 

L 14  

 

Exercice 2 (4 points) 

Soient   et   deux réels. 

1)  Développer, réduire et factoriser l’expression

2 2 2 2( ) ( 2 )      . 

2)  Soient x , yet z  des entiers naturels. Le triplet  x,y,z est 

pythagoricien si 2 2 2x y z  .  

Utiliser 1) pour donner trois exemples (non proportionnels) de 

triplets pythagoriciens. 

 

Une solution 

1)  Développer, réduire et factoriser l’expression

2 2 2 2( ) ( 2 )      . 

2 2 2 2 4 2 2 4 2 2

4 2 2 4 2 2 2

( ) (2 ) 2 4

2 ( )

            

         
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Donc 2 2 2 2 2 2 2( ) ( 2 ) ( )          

2)  Soient x , yet z  des entiers naturels. Le triplet  x,y,z est 

pythagoricien si 2 2 2x y z  .  

Utiliser 1) pour donner trois exemples (non proportionnels) de 

triplets pythagoriciens. 

On pose 2 2x    , y 2   et 2 2z      

Pour 2   et 1   on trouve : x 3 , y 4  et z 5  

Pour 3   et 2   on trouve : x 5 , y 12  et z 13  

Pour 4   et 1   on trouve : x 15 , y 8  et z 17  

Exercice 3 (4 points) 

Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormé direct

(O;u , v )
  . On considère le point A( 1 i)   et la suite de points 

 n n
M

  d’affixes 
nz  définie par :  

0z 0  et n 1 n

1
z (1 i)z i

2    .  

1) Montrer que le triangle 
n n 1A M M  est rectangle isocèle pour 

toutn .  

2) Montrer que les points 
nM restent sur quatre droites fixes. 

Sur quelle droite se trouve le point 
2 0 1 7M  ? 

3) On pose : 
n 0 1 1 2 n 1 nL M M M M M M    . Calculer 

nL en 

fonction de n  puis nn
lim L


. 
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Une solution 

1) On a
 
 

n n
nn 1 n

n 1 A n
n

1 i
z i z 1 i z iz z 2 i

1 iz z 1 i z 1z i 1 i
2






    

  
    

. On a donc

 
n 1 n n 1

n 1 n 1 n

AM M M

M A,M M
2

 

 



 



   

Le triangle
n n 1A M M  est rectangle isocèle en

n 1M  . 

2) On a l’angle    n n 1AM ,AM 2
4




 
 

par suite l’angle 

   p p 4AM , AM 2   
 

pour p . On en déduit que
nM reste 

sur l’une des quatre droites  0AM ou  1AM ou  2AM ou  3AM . 

Remarquons que 2017 4 504 1    et donc  2017 1M AM . 

3) Remarquons que A A

1
z (1 i)z i

2
   et par suite

 n 1 A n A

1
z z (1 i) z z

2     . Alors
n 1 n

1
AM AM

2
  .Mais 

d’après1) 
n 1 n n 1 n n 1 n

1 1
AM M M AM M M

2 2
     . On pose

n n n 1d M M  alors la suite  nd est géométrique de raison 1

2
et 

de premier terme
0 0 1d M M 1  .  
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On trouve que

 

n

n n

n

1
1

2 1 12
L 1 2 2 1

1 2 1 2 21
2

 
                                

. D-où

nn
lim L 2 2


  . 

Exercice 4 (4 points) 

1) Soit PQRS un trapèze de bases [PS] et [QR] dont les 

diagonales se coupent en E . Montrer que les triangles PQE et

RSEsont de même aire.  

 2) Soit ABC un triangle acutangle (à angles aigus). La 

bissectrice intérieure de l’angle A coupe [BC] en L et recoupe le 

cercle circonscrit au triangle ABC en N . Les projetés 

orthogonaux de L sur(AB) et sur (AC) sont notés 

respectivement F et D . La parallèle à(NC)menée de D coupe 

(BC) en I . 

a) Montrer que (FI) est parallèle à(BN). 

b) Montrer que le triangle ABC et le quadrilatère AFND sont de 

même aire.   
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Une solution 

1) On a    d P;(QR) d S;(QR)     d (P;(QR) d (S;(QR)  car

   PS QR , donc les triangles PQR  et QRS  sont de même aire. 

On a 

aire(PQR ) aire(PQE) aire(QER ) aire(RSE) aire(QER ) aire(QRS)    

d’où aire(PQE) aire(RSE) . 

 2.a) Montrer que  FI est parallèle à  BN . 

Les points A , F , L  et D  sont cocycliques (triangles 

rectangles de même hypoténuse. 

Montrons que I  est sur le cercle passant par les points A , F , 

L  et D . 

On a : (IL;ID) (CB;CN)
   

(alignement et parallélisme) d’où 

(IL;ID) (AB;AN)
   

 (cocyclicité) donc (IL;ID) (AN;AC)
   

 

(bissectrice) on en déduit que (IL;ID) (AL;AD)
   

, le point est 

bien sue le cercle circonscrit au triangle ADL . 

(FI;BN) (IF;IL) (BC;BN)

              (AF;AL) (AC;AN)

             (AB;AN) (AC;AN)

             0

 

 

 


     
   
      

car (AN)est la bissectrice de (AB;AC)
 

. 
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b) Montrer que le triangle ABC et le quadrilatère AFND sont de 

même aire.   

On note  1E (CI) (DN)   et      2E FN BI   

La partie 
2 1A F E E D est commune au triangle ABC  et au 

quadrilatère AFND . Dans les trapèzes DINCet FBNI  on a 

d’après la question 1) que les triangles 
1F BE  et 

2IN E  d’une 

part et que les triangles 
1F BE  et 

2IN E d’une part
1IN E  et 

1DCE

d’autre part sont de même aire. Donc le triangle ABC et le 

quadrilatère AFND sont de même aire. 

 

Exercice 5 (4 points) 

Soit ABCD  un carré de coté a.  

Un cercle   intérieur au carré est tangent à  AB  et  AD . Un 

second cercle ' , intérieur au carré, est tangent extérieurement 

à   ainsi qu’aux droites  CB et  CD . 

Soit S la somme des aires des cercles   et  '  : qu’elles sont les 

valeurs maximale et minimale deS ? 
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Corrigé 

 

 

 

Les centres O  et Odes cercles étant à égale distance des côtés 

(AB)  et (AD) pour l’un et des côté (CB) et (CD) pour l’autre, 

les centres des deux cercles sont situés sur la diagonale (AC) et 

les rayons r  et r  des cercles vérifient : OA+r+r +O B=AC=a 2  or 

OA=r 2 et O C=r 2   en remplaçant on trouve : 

(r r )(1 2) a 2    d’où r r a(2 2)    

Les cercles étant situés à l’intérieur d’un carré de coté a, leurs 

rayons restent inférieurs à 
a

2
. On en déduit que chaque rayon 

appartient à l’intervalle 3 a
a( 2 );

2 2
   

.La somme des aires des 

deux cercles est : S= (r+r )  
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2 2 2 2 2 2S= (r +r )= ((r+r ) +(r-r ) )= (a (6-4 2)+(r-r ) )
2 2

     . 

On en déduit immédiatement que cette aire est minimale 

lorsque  a 2
r=r = (2- 2 ) a(1- )

2 2
   on a alors 

2
minS (3-2 2)a  . 

Et qu’elle est maximale quand r  est maximal et r   minimal (ou 

inversement) c'est-à-dire quand :  

a
r

2
  et 

3
r a( 2)

2
     

on a donc 2 2 2
maxS (a (6-4 2)+(-1+ 2) a )

2


  

d’où 2
max

9
S 3 2 a

2 2

     
. 
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