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PREFACE

Dans le cadre de la premiére série de ses publications en maticre de
compétitions du Rallye et de 1'Olympiade Nationale de
Mathématiques, 1'Association des Amis des Mathématiques
(AMIMATHS) est heureuse de mettre cet ouvrage entre les mains de
la communauté mathématique de Mauritanie.

Regroupant des sujets de mathématiques des olympiades de 7° année
de 2017 a 2024, cet ouvrage propose des solutions détaillées et utilise
des méthodologies scientifiques contribuant au développement des
talents des éléves tout en les préparant a ce type de compétitions tant
au niveau national qu’au niveau régional et international. En outre, ce
manuel met a la disposition des enseignants une banque d'exercices
non conventionnels leur permettant d’identifier des apprenants doués
et contribuant ainsi a améliorer le  processus de
I'enseignement/apprentissage.

Cet ouvrage est publi¢ en trois tomes, chacun traitant les sujets de l'une
des trois phases de 1'Olympiade nationale de mathématiques, afin de
garantir un niveau de difficulté graduel des problémes.

La production et la publication de ce livre font partie des activités
d’AMIMATHS en coopération avec le Ministére de I’Education
Nationale et de la Réforme du Systéme Educatif visant a rehausser le
niveau des acquis des ¢léves en mathématiques et a améliorer la
qualité¢ et D'offre de I’enseignement afin d’augmenter le taux de
réussite aux examens nationaux ainsi qu’aux concours régionaux et
internationaux.

Cela survient également a un moment ou notre pays connait une
réticence envers 1’enseignement/ apprentissage des mathématiques,
réticence qui a conduit a une diminution grave du nombre d’¢léves
inscrits en série mathématiques. Cette situation déplorable entrainera,
sans doute, dans le présent et le futur, un manque criant d’ingénieurs,
de personnel scientifique qualifié et de professeurs compétents
capables d'enseigner les mathématiques et les sciences physiques a nos
prochaines générations. Ce qui retarde la roue du développement et
du progres de notre pays. En effet, aucun pays ne peut progresser sans
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les mathématiques qui sont la clé des autres sciences et un moyen de
leur acquisition.

Dans ce contexte, I'Association AMIMATHS remercie vivement la
commission Nationale pour les Mathématiques et les Sciences
(Programme Mawaheb) pour sa coopération fructueuse et sa
contribution a ['¢largissement du cercle d'intérét pour les
mathématiques. Cet intérét en a fait une mati¢re attractive et
passionnante. L’ Association remercie €galement tous les inspecteurs
et professeurs de mathématiques qui ont contribué, de pres ou de loin,
a la réalisation de ce travail. Elle compte également sur les
commentaires et suggestions pour contribuer a améliorer la qualité de
cet ouvrage expérimental, qui est édité¢, dans cette ampleur et ce
format, pour la premiére fois dans notre pays.
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ENONCES DES SUJETS

du premier tour des olympiades nationales
de Mathématiques de 2017 a 2024

Niveau 7™ Mathématiques
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Sujet 1 ler tour Session 2024

Exercice 1 (20 points)

Montrer que pour tout entier naturel non nul,on a :
2n+2 _ 3 4 _ 211+2 5 _4

M" = avec M = .
3x2" -3 4-3x2" 3 2

Exercice 2 (20 points)

xX’=y+z
Résoudre le systtme {y’ =z+X

' =x+y

Exercice 3 (20 points)

Dans le triangle a angle aigu ABC, le point F est le pied de la

hauteur issue de A, et P un point du segment [AF] . Les

paralléles a (AC) et (AB) passant par P

rencontrent respectivement [BC] en D et E. On consideére les

points X et Y appartenant respectivement aux cercles circonscrits

aux triangles ABD et ACE tels que DA =DX et EA=EY.

Montrer que les points B, C, X et Y sont cocycliques.
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Exercice 4 (20 points)

Soit a, b et ¢ trois nombres réels strictement positifs.

1° On suppose dans cette question que a+b+c=1. Montrer que

9sl+1+1s3+ 1 .
a b c 4abc

2° On suppose dans cette question que ab’c’ =1. Déterminer la

valeur minimale de a+b+c.

Exercice 5 (20 points)

X

Soit f(x) = .
(x) 9*+3

1° Calculer f(x)+f(1-x).

2° Calculer la somme

2023
s:Zf[Ljﬁ( L )+f( 2 j+---+f(%).
~ 2024 2024 2024 2024

Fin.
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Sujet 2 1€ tour Session 2023

Exercice 1 (25 points)

-1 0 0 0 0 0
On considére les matrices A= 1 -3 -1| etJ=|1 -2 -1
-1 4 1 -1 4 2

1.a) Calculer A-J et J°.

b) Démontrer que pour tout entier n>3,0na: J"=0,.

2.a) Démontrer par récurrence que pour tout entier n>1 ,on a:

A" =(=1)" (13 —nJ+ %JZJ

b) En déduire la matrice o» en fonction de n pour tout entier

n>1.

Exercice 2 (25 points)

Trouver tous les entiers n strictement positifs pour lesquels »»

divise 5 _1

Exercice 3 (25 points)

Montrer que I’équation suivante (E) admet deux solutions réelles

distinctes :

() x|+ [x + 1)+ x + 2| # oot x + 2022| = x* + 2022x — 2023 -



Exercice 4 (25 points)

Soit T un cercle de centre O et soit A un point a I’extérieur de T".
Les tangentes a " issues de A rencontrent le cercle en B et C.
Soit D le point d’intersection de la droite (AO) avec I tel que
Oe[AD] .

On considére les points :

- E le point d’intersection de (AD) et (BC).
- Xle projeté orthogonal de B sur (CD),
- Y le milieu du segment [BX] ;

- Zle deuxiéme point d'intersection de la droite (DY) avec
r.

1) Faire une figure
2) Démontrer que les points B ,E,Y et Z sont cocycliques.

3) Démontrer que les points A ,E,C et Z sont cocycliques.
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Olympiades Nationales de Mathématiques

Sujet 3 1¢" tour Session 2022

Exercice 1: (25 points)

Dans un désert il y a des serpents, des souris et des scorpions.
Un monde sans pitié.
Chaque matin, chaque serpent mange une souris.

Chaque midi, chaque scorpion pique un serpent (piqiire

mortelle).
Chaque soir, chaque souris mange un scorpion.

Le matin du cinqui¢me jour il ne reste plus qu’un animal : une

souris.
Soient x_,y, et z respectivement le nombre de souris, de
serpents et de scorpions au début de la matinée du n™ jour. Le

nombre n prend les valeurs 1, 2, ...5.

1) Ecrire x_,,,y,., et z ., enfonctionde x ,y, etz .

n+1

-3 1 5 60 28 41
2) On considére les matrices: M| 5 -8 1 | et N[ 41 19 28
1 4 -8 28 13 19

. Calculer le produit MN .
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3) Utiliser un calcul matriciel pour déterminer combien y avait-il
d’animaux de chaque sorte au début de la matinée du premier

jour.

Exercice 2: (25 points)

Dans le plan orienté on considere les points, A, A,,A,,..., A, tels
que pour tout entier n>4, A =A__, etla suite des points

M,,M,,M,,...,M, tels que pour tout ne N, M_,, soit I’'image de
M, par la rotation de centre A ,, et d’angle 2?1: .VneN ,on
note a, I’affixe du point A et z cellede M, .

1. Exprimer z__, en fonction de z, et a__,.

2. Justifier que z,,,, =z,, +(1-j)(a, + ja, + j’a,).

3. Montrer que si M,,,, =M, alors le triangle A A,A, est

équilatéral.

Exercice 3: (25 points)

L’objet de I’exercice est I’étude des diviseurs premiers du

nombre A(n)=n"+1o0u n est un entier supérieur ou égal a 2.

1.a) Etudier la divisibilité de A(n) par 2 et sa divisibilité par 3.
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b) Soit d un diviseur de A(n), montrer que d et n sont premiers

entre eux et que n®=1[d].

2. Soit d un diviseur de A(n). On note p le plus petit entier

naturel non nul tel que n® =1 [d].

a) Montrer que si n* =1 [d] alors p divise k puis en déduire que p
divise 8.

b) Montrer que si, de plus, d est premier, alors p divise d —1.

3. Déterminer les diviseurs premiers de A(12).

Exercice 4: (25 points)

Résoudre dans R’ le systéme d’équations

x=9y* — 54y* +108y — 70
y=9x’ —54x> +108x 70

AMIMATHS Recueil Olympiades Nationales de Maths 7C Tome 1 13



Olympiades Nationales de Mathématiques

Sujet 4 1¢" tour Session 2021

Exercice 1: (25 points)

On considere les matrices

1 0 1 4 5 1 2 2 0
A=l0 1 1|, B=[3 -1 2| ,c=|1 -4 1],
2 -1 1 0 1 1 2 4 2
1 2 3
D=1 2 3
-1 -2 -3

1) Calculer AB, AC et AD.
2) Trouver toutes les matrices carrées M d’ordre 3 telles

que AM=0 (ou 0 désigne la matrice nulle).

Exercice 2: (25 points)

1) Résoudre I’équation Z’ —104Z+4913=0 (E).
2) Soit z, et z, deux complexes tels que z,z, =17 et soit x=z, +z,

Montrer que x’=5Ix+104 si et seulement si z] et z sont les

solutions de I’équation (E).
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3) On appelle entier de Gauss tout nombre complexe dont la partie
réelle et la partie imaginaire sont des entiers relatifs. C’est-a-

dire : z=a+ib avec a,beZ.
Montrer que les solutions de (E) sont des cubes d’entiers de Gauss.

4) En déduire que ’équation x’ =51x+104 a une solution entiére

que I’on déterminera.

Exercice 3: (25 points)

Soit ABC un triangle dont tous les angles sont aigus et on note D,
E et F les pieds de ses hauteurs issues respectivement de A, B et

C

Les cercles inscrits dans les triangles BDF et CDE sont notés T",

et I'.. Soit I et J leurs centres respectifs.
La droite (DF) est tangente a I'; au point M.
La droite (DE) est tangente a I'. au point N.

La droite (MN) recoupe les cercles I'; et I' . en P et Q

respectivement (P=M et Q=N ).
1) Faire une figure.
2) Montrer que (DM,DI)=(DJ,DN) [z].

3) Montrer que PM =QN.
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Exercice 4: (25 points)

Soit n un entier naturel strictement positif. x et y deux réels

positifs tels que x" +y" =1 .

1+¢* 1

1+t t°

n 2k n 2k
2) Montrer que [ZI+X ](Z“—y ]< !

S1+x™ \S1+y™ ) T A-x)1-y)

1) Montrer que pour tout réel te0,1] :

AMIMATHS Recueil Olympiades Nationales de Maths 7C Tome 1 16



Olympiades Nationales de Mathématiques

Sujet 5 1¢" tour Session 2020
Exercice 1
010
On donne la matrice: A=|{0 0 1
0 0 O

1
A tout réel x on associe la matrice M(x)=1, +xA + EXZAZ

1) Calculer A’ et A°et en déduire, pour tout entier n> 3, la

valeur de A".

2) Montrer que M(x)M(y)=M(x+Yy).

3) Soit n un entier naturel. Ecrire les matrices M(x) et (M(x))"

sous forme de tableaux.

Exercice 2

Soit T et T’ deux cercles qui se coupent en A et B. Les tangentes en

A a T etI" recoupent respectivement I'" et I' en D et C et la droite

(CD) recoupe le cercle T en un point M différent de B. On se
propose de montrer que la droite (MB) passe par le milieu du

segment [AD]
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1) Soit Nle point d’intersection de(BM)avec I'". Donner une

mesure de ’angle (H\i,c_ﬁ) .

2) Déterminer la nature du quadrilatére AMDN puis conclure.

Exercice 3

On considére dans C, les complexes z, et z, de module 1 et

d’arguments respectifs a et .

2
(z1 + Zz)
2,7,

1) Montrer que est un réel positif ou nul.

2) Dans le plan complexe rapporté au repére orthonormé

(051, V), on considére les points A et B d’affixes respectives a et b

(on suppose que les points O, A et B ne sont pas alignés). Calculer

en fonction de a et b I’affixe z du point I barycentre du systeme

{(AuJbl)s(B.fa)}

2
3.a) ADlaide de la question 1), montrer que Z—best un réel
a

strictement positif.

b) Exprimer argz en fonction de arga et argh.

¢) En déduire que OI est un vecteur directeur de la bissectrice de

I’angle AOB.
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Exercice 4

Soient A, B et C trois points du plan, deux a deux distincts,
d’affixes respectives a, b et c. Montrer que les quatre

propositions suivantes sont équivalentes :

1) Le triangle ABC est équilatéral

2) jou j’est racine de I’équation az’+bz+c=10
3) a’+b’ + ¢’ =ab+ac+bc

1 1 1
4) + + =0

Exercice 5

Résoudre dans N” : ppem(x,y)—pged(x,y) =243.
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Olympiades Nationales de Mathématiques

Sujet 6 1¢" tour Session 2019

Exercice 1: (20 points)

Soit A un point d’un cercleI" de centre O
et de rayon R. Soit I un cercle de centre

A qui rencontrel’ en P et Q. Mun point

de I’ distinct de P et Q tel que(MP)

recoupel’ enB et (MQ) recoupeI enD.

On cherche 4 démontrer par deux méthodes que : (BD) L (AM).

1° Méthode 1 : Puissance d’un point par rapport a un cercle.

a) Soit A,, une droite quelconque passant par M qui coupeI” enE et
F. Placer E'=S,(E)et montrer que ME-MF =OM’ - R* (ce nombre

est appelé la puissance du point M par rapporta I').
b) Que peut-on dire de MP-MB et MQ-MD ?

¢) Montrer que : (BD) L (AM)

2° Méthode 2 : Angles orientés

a) Montrer que : (m,m) + Z(WQ,m) =7

b) Montrer que : (BD) L (AM)
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Exercice 2 : (20 points)

Soit le nombre : X= 3/9+4\/§ + 3/9—4\/5
1° Calculer X*
2° Montrer que X est un entier naturel que I’on déterminera.

Exercice 3 : (20 points)

1° Soit A=p?(2p+1)’ ot peN . Déterminer les restes possibles

de la division de A par 10.

2°Soit S, =) kK’ =1"+2°+..+n’ avec neN".
k=1

n’ (n + 1)2

a) Montrer que : VneN’, S, = 1

b) Quel est le chiffre des unités de S, ?

2019
¢) Quel est le chiffre des unités de (%) ?

Exercice 4 : (20 points)

Soient n un entier naturel non nul et o un réel.

. \ u" +v"=2sinaa |
1° Résoudre le systéme { ) ,0u u et v sont des
uyv =

nombres complexes.
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(z, +iz,)" +(z, —iz,)" = 2sina

2 9

2° Résoudre le systéme )
z,”+z,” =1

ouz, et z, sont des nombres complexes.

Exercice 5: (20 points)

1
On consideéere la matrice A =(
a

0
2] ou a est un réel non nul. On

se propose de déterminer les réels x_ ety tels que A" =x A+y I,

,ou I, est la matrice unité d’ordre 2.

1° Calculer A’ et A°.

2° Montrer que : VneN, x,,, =3x, +y, ety 6 =-2x, .
3° Démontrer que : Vne N, A" = (2" —1)A+(2— 2")12.

4° Déterminer la matrice inverse de A",

AMIMATHS Recueil Olympiades Nationales de Maths 7C Tome 1 22



Olympiades Nationales de Mathématiques

Sujet 7 1¢" tour Session 2018

Exercice 1 : (20 points)

ABCD est un carré direct de coté 1, (Q) est un quart de cercle de

centre C et passant par B et D.

M est un point variable du segment [AB] distinct de A et B. Par
le point M on trace la tangente a (Q) qui coupe le coté [AD] en N.

Le point de contact de la tangente avec (Q) est nommé T.

On pose AM =xet AN=yavec 0<x<let 0<y<1

1. a) Faire une figure et démontrer que : MN=2-x-y
£ e 2
b) En déduire que y= 2+—2
X—

2) Déterminer la valeur de X pour laquelle la distance MN est

minimale. Calculer cette distance.

3) Déterminer la valeur de X pour laquelle I’aire du triangle AMN

est maximale. Calculer cette aire.

AMIMATHS Recueil Olympiades Nationales de Maths 7C Tome 1 23



Exercice 2 ; (20 points)
Pour tout réel a # 0, on considére les matrices

! [ 1] 1( 1
Moo BU )iy N, = 3L a
0 2 ~a\/3 -a
a

1) Montrer quevaecR*etvbeR*ona: M, xM, =M, , N, xN, =M,

, M,xN, =N, et N,xM, =N,,.
2) Que peut-on dire de (M,)" ? (N,)" ol neN" ?
Exercice 3 : (20 points)

1) Resoudre dans zxz I’équation (E) : 3x-2y=1.

2.a) Montrer que, pour tout entier naturel n, le couple

(14n+3,21n + 4) est solution de (E).

b) En déduire que VneN les deux nombres 14n+3 et 21n +4 sont

premiers entre eux.

3.a) Soit d=pgcd(21n+4,2n+1). Justifier que d=1 ou d=13.
b) Montrer que d=13 < n=6[13].

4) Pour tout entier naturel n>2, on note A =21n’-17n-4 et

B=28n’-8n*—-17n-3.
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a) Montrer que les deux nombres A et B sont divisibles par n-1

b) Déterminer, suivant les valeurs de n, le pged(A,B).

Exercice 4 : (20 points)

Soit m un nombre complexe différent de 1. On considére dans C

’équation (E) d’inconnue z :
(E):2’ —(1-i)(m+1)z—i(m*+1)=0.
1. a) Montrer que le discriminant Ade (E) s’écrit sous la forme
A=[(1+i)(m-1)]".
b) Résoudre dans CI’équation (E).

¢) Déterminer, sous forme algébrique, m tel que le produit des

solutions de (E) soit égal a 1.

2) Ecrire la forme trigonométrique des complexes z, =1—-im et
. o (T

z,=m-—i, pourm=e (E<e<n).

Exercice 5 : (20 points)

2x+1
Soit f la fonction définie sur ]1,4+o0[ par: f(x)= X :
x—

1) Calculer les dérivées premiere, seconde et troisieme de f .

2) Détermine I’expression de la dérivée f™ d’ordre n de f en

fonction de n.
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Olympiades Nationales de Mathématiques

Sujet 8 1¢" tour Session 2017

Exercice 1 (4 points)

1) Vérifier que, pour tous réels x ,y, zona:

(x+y+2z) =x"+y* +7* +2xy + 2xz + 2yz.

2) La somme des aires des faces

d’un parallélépipéde rectangle

|

|

|
est 22cm?’ et la somme des .

longueurs de ses arétes est 24cm .

Déterminer la longueur de ses

diagonales intérieures.

Exercice 2 (4 points)

Soient o et B deux réels.

1) Développer, réduire et factoriser I’expression

(o’ —B*)* + (2aB)’ .

2) Soient x, y et z des entiers naturels. Le triplet (x,y,z) est

pythagoricien si x* +y’ =z*.
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Utiliser 1) pour donner trois exemples (non proportionnels) de

triplets pythagoriciens.

Exercice 3 (4 points)

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct

(0;1, V). On considére le point A(—1+1i) et la suite de points

1
(M,) . d’affixes z, définie par: z,=0 et z,,, =E(1+i)z“ +i.

1) Montrer que le triangle AM M, , est rectangle isoc¢le pour

n+1

toutne N .

2) Montrer que les points M restent sur quatre droites fixes. Sur
quelle droite se trouve le point M,,,, ?
30npose: L, =MM, +MM, +---+M__ M, . Calculer L en

fonction de n puis limL_ .

n—+co

Exercice 4 (4 points)

1) Soit PQRS un trapéze de bases[PS] et[QR] dont les diagonales

se coupent en E. Montrer que les triangles PQE et RSE sont de
méme aire.

2) Soit ABC un triangle acutangle (a angles aigus).
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La bissectrice intérieure de I’angle A coupe [BC] en L et recoupe le

cercle circonscrit au triangle ABC en N . Les projetés orthogonaux

deL sur (AB) et sur (AC) sont notés respectivementF etD .
La paralléle 2(NC) menée de D coupe(BC)enl.

a) Montrer que(FI) est paralléle a(BN).

b) Montrer que le triangle ABC et le quadrilatere AFND sont de

méme aire.

Exercice 5 (4 points)

A B
Soit ABCD un carré de coté a.
/ \

\ / '\

Un cercle T' intérieur au carré est tangent
a (AB) et(AD). Un second cercle I,
intérieur au carré, est tangent
extérieurement a I' ainsi qu’aux droites \ /
(CB) et(CD). . c

Soit S 1a somme des aires des cercles I' et IT'' : qu’elles sont les

valeurs maximale et minimale deS ?
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Corrigé du Sujet 1 1¢" tour 2024

Exercice 1 (20 points)

Montrer que pour tout entier naturel non nul,

2n+2 _ 4_2n+2 5 _4
M" = 3 avec M= .
3x2" -3 4-3x2" 3 -2

Corrigé
Procédons par récurrence.
Initialisation :
Pour n=1on a
5 —4) (8-3 4-8 L 2" =3 4-2?
M= = =M =
3 2 6-3 4-6 3x2'-3 4-3x2'

Alors la proposition est vraie pour n=1

Hérédite :

2n+2 _3 4_2n+2
si M" = alors
3x2" -3 4-3x2"
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M =MxM"

5 _4 2n+2 _ 3 4 _ 2n+2
(3 —;lEXZ"—3 4—3x?]
C[5x2™—15-12x2" +12 20—5x2“4—16+12x2"]

3x2"_9_6x2"+6 12-3x2"* -8+ 6x2"
2n+3 _ 3 4 _ 2n+3 J

3x2"' -3 4-3x2"!

Donc si la proposition est vraie pour n alors elle serait vraie

pour n+1

Conclusion :

. 2n+2 _ 3 4 _ 2n+2
Pour tout entier naturel non nul, M" =(

3x2" -3 4-3x2"

Exercice 2 20 points

X’=y+z
Résoudre le systétme {y’ =z+x
P =x+y

Corrigé

On a

M&Q)=>xX -y =y—-x=>x-y)x+y+1)=0=>x=youx+y=-1

1cas: x+y=-1=>z2"=-1=>z=4i
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- Siz=ialors xX*+y’=-1+2i etona

1 1 . .
xy=5|:(x+y)2 ~(x’ +y2)]=5[1—(—1+21)]=1—1
Alors x et y sont solutions de ’équation t* +t+1-i=0
dont les solutions sontiet —1—i
Dans ce cas les solutions sont (i;—1—isi) et (—1—i;i;i)
- Siz=- alors x’+y’=-1-2i et

xy=§[(x+y)2—(x’+y2)]=§[1-(-l-21)]=1+i

Alors x et y sont solutions de I’équation t* +t+1+i=0
dont les solutions sont —i et —1+i

Dans ce cas les solutions sont (—i;—1+i;—i) et (—1+i;—i;—i)

2¢cas : Si y=x alors le systéme s’écrit
X2=X+Z Z=X2—X Z=X2—X Z=X2—X
2 = 2 2 = 4 3 2 = 4 3 2
7" =2x (x"—x)" =2x X —2x" +Xx" =2x X —2x"+x -2x=0
- Si x=0 alors le systétme admet une seule solution

(x,y,2)=(0,0,0)

- Si x#0alors le systeme s’écrit

z=x"—X z=x'—x
2 = .
x-2)x+1)=0 x=2ou x=x=i
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o Pour x=2 on aura z=2
o Pour x=i on aura z=-1-1i
o Pour x=-i on aura z=-1+i

Conclusion :
Le systéme admet huit solutions

(i5-1-1i51), (=1 - i5i58), (=i =1+ i5—i), (—1+ i—i5—i),
(05050),(25252),(isi5—1—1),(—i;—i;—1+1i

Exercice 3 (20 points)

Dans le triangle a angle aigu ABC, le point F est le pied de la
hauteur issue de A, et P un point du segment [AF] . Les
paralléles a (AC) et (AB) passant par P

rencontrent respectivement [BC] en D et E. On consideére les
points X et Y appartenant respectivement aux cercles circonscrits

aux triangles ABD et ACE tels que DA=DX et EA=EY.

Montrer que les points B, C, X et Y sont cocycliques.

Corrigé

On note U le second point d’intersection de la droite (DP) avec le

cercle circonscrit au triangle ABD. V le second point

d’intersection de la droite (EP) avec le cercle circonscrit au
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triangle AEC et Z le second point d’intersection des cercles

circonscrits aux triangles ABD et AEC.

On a ZUAV = ZUAB + ZBAC + ZCAYV +180° donc les points U, A

et V sont alignés.

D’autre part ZUVE = ZAVE = ZACE = ZUDE donc les points U,
E, D, V sont cocycliques d’ou PD.PU = PE.PV (puissance de

point P par rapport au cercle passant par U, E,D, V)

FD FP FE
D’aprés Thalés on a — =—=——= FD.FB=FE.FC donc le
FC FA FB

point F appartient a I’axe radical des cercles circonscrits aux

triangles ABD et AEC qui est (AZ). D’ou Z < (AP).

Notons T le point d’intersection des droites (AZ) et (BX).
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Donc T et A sont symétriques par rapport a (BD), d’ou
ZACB=/BCT
D’autre part on
ZLYCB=ZYCE alignement
=ZYAE cocyclicité AEYC
=/AYE AEY isocéle en E
=ZACE cocyclicité AEYC

=/ACB alignement
=/BCT resultat précédent

Donc les points C,Y,T sont alignés et comme T appartient a I’axe
radical des cercles circonscrits aux triangles ABD et AEC alors
ona TX.TB=TZ.TA=TY.TC donc TX.TB=TY.TC ce qui montre

que X, B, Y, C sont cocycliques.
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Exercice 4 (20 points)

Soit a, b et ¢ trois nombres réels strictement positifs.

1° On suppose dans cette question que a+b+c=1. Montrer que

1 1 1 1
9<{—+—+—-<3+ .
a b c 4abc

2° On suppose dans cette question que ab’c’ =1. Déterminer la

valeur minimale de a+b+c.

Corrigé

1 1 1
1° Montrer que 9<—+—+-<3+
a b ¢ 4abc

revient 2 montrer que
1
9abc<ab+bc+ca< 3abc+Z

Comme a+b+c=1 alors ab+bc+ca=(ab+bc+ca)(a+b+c) et
d’apreés ’IAG on a
ab +bc + ca=(ab+bc+ca)(a+b+c)>3a’b’c’ x33/abe =9abe d’ou

la premiére inégalité 9abc < ab +bc+ca.

D’apreés la symétrie de roles on peut supposer que a>b >c

+b+ 1
donc a2%=§:>3a21 d’ou 3abc > be

En plus b+c=1-aetdonc
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ab+ac=a(b+c)=a(l—a)£(#} =%.

1 1
D’ou ab+bc+ca=bc+ab+acsz+bcsZ+ 3abc
2° On peut écrire a +b + ¢ sous la forme

2.3
a+b+c=a+1b+lb+lc+lc+lc2616/azbc3=—6 .
2 2 3 3 3 2°x3" {108

Donc a+b+c2L.
8108

Le cas d’égalité de I’lAG aura lieu si

a=%b=%c:>b=2a etc=3a=>a+b+c=6a or

1 6
ab’c®=1=>108a°=1=>a=—=a+b+c=—
{108 {108
Donc la plus petite valeur de a+b +c est 6
{108
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Exercice 5 (20 points)

9X
9 +3°

Soit f(x) =

1° Calculer f(x)+f(1-x).

2° Calculer la somme

2023
s=31{ oo =1 )+ )
2024 2024 2024 2024

Corrigé

¢ 9 _ 9 9 943
9+3 9™ 4+3 943 94+3x9° 9*+3

25| {ggza) 1 Coone) |1 (o) e
2024 2024 2024 2024
f(1011J+f(1013) +f(1012j
2024 2024 2024

B _jgp o202
V9 +3 2

1° f(x)+f(1-x) =

Alors S= 1011+f(1) 1011+
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Corrigé du Sujet 2 1¢" tour 2023

Exercice 1 (25 points)

-1 0 0 0O 0 0
On considére les matrices A=| 1 -3 -1| etJ=(1 -2 -1
-1 4 1 -1 4 2

1.a) Calculer A-J et J°.

b) Démontrer que pour tout entier n avec n>3,ona: J"=0,.

2.2) Démontrer par récurrence que pour tout entier n>1 ,on a:

A" = (=1)" (13 “nJ+ “(“2_ ) sz

b) En déduire la matrice A" en fonction de n pour tout entier

n>1.

Corrigé

l.a) A—J=—I, et J*=
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0 0 0O O O 0
b)Ona J’=[-1 0 0|1 -2 -1(=[0
2 0 01 4 2 0

alors J"*'=0,xJ =0,
2.a)D’aprés l.a)ona A=J -1, =(-1)" (I3 —J+0x Jz) donc la
proposition est vraie pour n=1.
Si elle est vraie pour n on aura alors
A" = AxA"
=(-L+J)D" (13 -nJ + @sz

“1 1

= (=)™ 1, -nJ +%J2]+ 1) (J S L %fj
“1

=(-D™! 13—nJ+%J2—J+nJ2]

=D" L-(m+1)JI+

n(n+1)J2)
2

Alors la proposition est vraie pour tout entier n>1

A" =(-1)" (13 —nJ+ @sz

D'n(-1 ,
2

b) Donc on a
= A" =(-1)"I, - (-1)"nJ +
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D" 0 0
A= 0 (D" o0 |-

0 0

0 00
_(=D'n(m-1)

0 0 0
(<D)"n  =2n(=1)" —(=1)"n |+
—(-1)"n  4n(=1)" 2n(-1)"

00
(-<1)’n(n-1) 0 0

=1)" 0 0
D""'n(n+1)
2
(<1)'n(n-2)  4n(=D™'  (=1)"(1-2n)

A" = Cn+1)(=1)"  n(=1)""

Exercice 2 (25 points)

Trouver tous les entiers n strictement positifs pour lesquels

2" divise 5" -1

Corrigé

On remarque que 2'|4=5"—1 et 2> =4[24=5"—1alors
n=1et n=2 sont solutions.

D’autres parton a 5" —1=4(5""+5"2+..+5" +1)

Si n est impair (n>3) le terme 5" +5" 7 + ...+ 5' +1 est la somme

d’un nombre impair de nombres impairs donc il est impair alors
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8 =2"ne divise pas 5" —1. Alors le seul entier impair solution est

1.
Si n est pair (n>4), il existe alors p tel que n=2p (p=>2) et donc

5 —1=5% —1=(" - 1)(5" +1)

Or 5 —1 et 5° +1 sont deux nombres pairs et leur pged est 2
(car (5" +1)— (5" —1)=2). Alors pour que n soit solution il faut

que 27" divise I’un des termes 5° +1 ou 5° —1.

Comme p >2 alors 4 divise 2*' et donc si 2**" divise 5° +1
alors 4 divisera 5° +1 ce qui est absurde car 5° +1=2[4].

Donc il faut que 2**" divise 5° —1.

On a vu avant que c’est impossible pour p impaire supérieur ou
égal a 3.

Si p=2,o0na 2" =8[24=5"-1 donc n=4est solution

Si p=2k avec k>2 alors 27" divise 5* —1=(5*-1)(5" +1)

signifie que 2*** divise toujours 5* —1 ce qui implique que

5% —1>2*ce qui est absurde.

Conclusion les seules solutions du probléme sont

n=1,n=2etn=4.
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Exercice 3 (25 points)

Montrer que I’équation suivante (E) admet deux solutions réelles

distinctes :

(E) [+ [x+1[+[x+2[+..+[x+2022| = x* + 2022x — 2023 .

Corrigé

(E) S7€Crit | x| 4 |x 4+ 1)+ |x+ 2|4 ...+ x + 2022| = (x— 1)(x + 2023)

Alors il faut que (x+1)(x—2023)>0 ce qui signifie

x<-2023oux=>1

1¢" cas : si x<-2023 alors I’équation s’écrit
—x—(X+1) = (X +2)—...— (x +2022) = x* + 2022x — 2023 ou encore

| 2023(x+x+2022)
2
< X% +4045x + 2023x1010 =0

x* +2022x — 2023

Cette équation admet deux solutions dont I’une est a rejeter car

supérieure strictement a —2023.
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2¢ cas si x=1 I’équation s’écrit

2023(x + X +2022)
2
& X —x-2023x1012=0

x* +2022x - 2023

Cette équation admet deux solutions dont I’une est a rejeter car

inferieure strictement a 1.

Exercice 4 (25 points)

Soit I' un cercle de centre O et soit A un point a I’extérieur de I'
Les tangentes a I" issues de A rencontrent le cercle en B et C.
Soit D le point d’intersection de la droite (AO) avec I'tel que
Oe[AD] .

On considére les points :

- E le point d’intersection de (AD) et (BC).
- Xle projeté orthogonal de B sur (CD),
- Y le milieu du segment [BX] ;

- Zle deuxieme point d'intersection de la droite (DY) avec
I.

1) Faire une figure
2) Démontrer que les points B ,E,Y et Z sont cocycliques.

3) Démontrer que les points A ,E,C et Z sont cocycliques.

AMIMATHS Recueil Olympiades Nationales de Maths 7C Tome 1 44



Corrigé

1) la figure

2) La droite (AD) est la médiatrice de [BC] donc E est le milieu
de [BC] d’ou (EY) est parallele a (CD). D’ou
EYZ=CDZ=CBZ=EBZ alors les points B, E, Y et Z sont

cocycliques

3) La droite (AE) est perpendiculaire a (BE) qui est un diametre
du cercle circonscrit au quadrilatéere EYBZ, donc (AE) est

tangente a ce cercle.

ZEA =ZYE ((AE) tangente au cercle EYBZ)
=ZBE (cocyclicité des points E, Y, B, Z)
—ZBC (alignement des points B, E, C)
=ZCA ((AC) tangente a I'enC)

D’ou

D’ou la cocyclicité des quatre points A, E, C et Z.
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Corrigé du Sujet 3 1¢" tour 2022
Exercice 1

Dans un désert il y a des serpents, des souris et des scorpions. Un

monde sans pitié.
Chaque matin, chaque serpent mange une souris.

Chaque midi, chaque scorpion pique un serpent (piqiire

mortelle).
Chaque soir, chaque souris mange un scorpion.

Le matin du cinquiéme jour il ne reste plus qu’un animal : une
souris.
Soient x_,y et z respectivement le nombre de souris, de

serpents et de scorpions au début de la matinée du n-iéme jour.

Le nombre n prend les valeurs 1, 2, ...5.

1) Ecrire x,,,,y,,, et z ., enfonctionde x ,y, et z,
-3 1 5 60 28 41
2) On considére les matrices: M| 5 -8 1 | et N[ 41 19 28
1 4 -8 28 13 19

. Calculer le produit MN.

3) Utiliser un calcul matriciel pour déterminer combien y avait-il
d’animaux de chaque sorte au début de la matinée du premier

jour.
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Corrigé :

Dans un désert il y a des serpents, des souris et des scorpions. Un

monde sans pitié.
Chaque matin, chaque serpent mange une souris.

Chaque midi, chaque scorpion pique un serpent (piqiire

mortelle).
Chaque soir, chaque souris mange un scorpion.

Le matin du cinqui¢me jour il ne reste plus qu’un animal : une

souris.

Soient x_,y, et z respectivement le nombre de souris, de

serpents et de scorpions au début de la matinée du n-iéme jour.

Le nombre n prend les valeurs 1, 2, ...5.

1) Ecrire x et z ., enfonctionde x ,y, etz

n+1? yn+1 n+1

Xn+1 = Xn _yn
yn+1 = yn _Zn

Zn+1 = _Xn + yn + Zn

1 00
2.MN=(0 1 0|=id,. M estinversibleet M"' =N
0 0 1
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3) Utiliser un calcul matriciel pour déterminer combien y avait-il

d’animaux de chaque sorte au début de la matinée du premier

jour.

X0t X, 1 -1 0 1 =2 1
3.V |=Aly, |00 A=| 0 1 -1|alors A’=|1 0 -2,
z., z, -1 1 1 -2 3 0

0 -2 3
A=l 3 -3 2]|et
-2 5 -3
-3 1 5
OnaA‘=|5 -8 1 |=M
1 4 -8

n

X

Soit P, =|y, | . Alors P,,, = AP,.
le

Donc

P, = AP,

=P, =AP,=A’P,

=P,=AP,=A’P,
= P, =AP,=A'P, =MP,
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Donc P, =MP, = P, =M"'P, =NP,. D’ol

60 28 41)\(1 60 X,
P=(41 19 28| 0|=|41|or P, =|y, | par identification on a
28 13 19)\0 28 z

1

X, =60; y, =4l etz =28.x, =60; y, =41 etz, =28

Alors au début de la matinée du premier jour il y avait 60 souris,

41 serpents et 28 scorpions

Exercice 2

Dans le plan orienté on considére les points, A, A,, A,,..., A tels
que pour tout entier n=>4, A = A _, et la suite des points

M,,M,,M,,...,M, tels que pour tout ne N, M__, soit 'image de
M, par la rotation de centre A, et d’angle 2?1: . VneN ,on
note a, I’affixe du point A et z cellede M, .

1. Exprimer z_, en fonctionde z_ et a_,,.

2. Justifier que z,, ., =z, +(1— j)(a3 +ja, + jzal)

3. Montrer que si M,,, =M, alors le triangle A A A, est

équilatéral.

AMIMATHS Recueil Olympiades Nationales de Maths 7C Tome 1 49



Corrigé

l.z,,,=jz,+(1-j)a

n+1

2.0na:

Zynis = JZ30pn + (1= )25, 5

= Z3.3 = J(0230 + (1= Dag,,,) + (1= )ag,

= Zyy =5 Zyg + (1= 12500, + (A= Dag,,

= 24,5 = (025, + (1= )2y, ) + (= )2y, + (1= )ay,,,
= 2y =2y, + (7 = )25, + (=125, + (- Dag,

_ . . .2
= Zy3 =2, +(1- J)[asn+3 +Ja;,,,+] a3n+1:|

— — — b
Or a311+3 - a3’ a311+2 - a2 et a3n+1 - a1 d ou

Ly =23, +(1- j)(as +ja, + jzal)

3. Soit ®=(1-j)(a, +ja, +j’a,) ona

2y, =2y ) TO=2, , +20=2;, 3 +30...
On remarque que z,,=z,, , +po et on montre que z, =z, +nw®

Puisque 2022=3x674 alors z,,,, =z, + 6740
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On suppose que M,,,, =M, alors z,,, =z, d’ou w=0ce qui
signifie que a, + ja, + j’a, =0 or 1+ j+j =0= j =—(1+j)donc

a;+ja,—(1+ja, =0
=a,—a, =—j@a,—a,))

.2n
1

T
a; —a, 3

— —i
=—J=—e3=e ‘
a, -

Ce qui montre que le triangle A A,A, est équilatéral.

Exercice 3

L’objet de I’exercice est I’étude des diviseurs premiers du

nombre A(n)=n‘+1 ou n est un entier supérieur ou égal a 2.
1. a) Etudier la divisibilité de A(n) par 2 et sa divisibilité par 3.

b) Soit d un diviseur de A(n), montrer que d et n sont premiers

entre eux et que n® =1[d]

2. Soit d un diviseur de A(n). On note p le plus petit entier

naturel non nul tel que n® =1 [d].

a) Montrer que si n* =1 [d] alors p divise k puis en déduire que p
divise 8
b) Montrer que si, de plus, d est premier, alors p divise d —1.

3. Déterminer les diviseurs premiers de A(12).

Corrigé
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1. a) la parité de A(n) est contraire a celle de n. Donc A(n) est
divisible par 2 ssi n est impaire.

La table de congruence montre que le reste de la division de
A(n) par est soit 1 soit 2. Donc A(n) n’est pas divisible par 3.

(Am=1[3]=n=0[3]).

b) Soit d un diviseur de A(n). Tout diviseur commun de d et n
divise encore A(n) et n* alors il divise A(n)—n* =1 donc il est

égale a 1. Alors d et n sont premiers entre eux.
Comme d divise A(n) alors A(n)=0[d] ©n*=-1[d] < n® =1[d].

2.2a) Si n* =1[d] alors k est plus grand que p. Supposons que la

division euclidienne de k par p s’écrit k=pq+ravec 0<r<p

alors n* =(n”)" xn"et comme n” =1 [d]alors (n?)" =1 [d] d’ou
n“=n" [d] doncona n"=1[d] et comme r<p et p est le plus
petit entier naturel non nul tel que n° =1 [d]alors r=0 doncp

divise k.
Puisque n* =1[d] alors p divise 8. Donc p € {1;2;4;8} .

b) Supposons que d est premier. Comme d et n sont premiers
entre eux (question 1. b) alors n n’est pas un multiple de d d’ou,
d’aprés le petit théoréme de Fermat on a n*"' =1[d] ce qui

montre que p divise d—1 (question 2. a).
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3. Si d est un diviseur premier de A(12) alors d’aprés les
questions précédentes on a d—1 est divisible par 8 donc

d=8n+1 ou n est un entier naturel. En plus si n=1[3] alors

d=0[3] donc 3 divise d et par conséquence elle divisera A(12) ce

qui est impossible (questionl.a).

Donc on cherche les diviseurs premiers de A(12) de la forme

d=8n+1 avec n non congru a 1 modulo 3.

D’autre part A(12)=12* +1=20737 et la liste des nombres

premiers vérifiant les conditions précédentes contient
17;41;73;89;97;113;137;193;217;233;....

Alors les diviseurs premiers de A(12) sont 89 et 233.

Exercice 4

Résoudre dans R? le systéme d’équations

x=9y* — 54y* +108y — 70
y=9x’ —54x> +108x—70

On donnera les solutions sous forme algébrique
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Corrigé :

x =9y’ —54y* +108y — 70 x—2=9(y’ -6y’ +12y —8)
=
y =9x" —54x” +108x — 70 y—2=9(x’ —6x’ +12x—8)

{x—2=9(y—2)3
=
y-2=9(x-2)°

Posons X=x—2 et Y=y-2 donc on a

X=9Y?
= x=9(9x*)’ = X=9'X’ = 3*X°
Y =9X*

Cette équation s’écrit

X(3X%)*-1)=0 X(3X)* +1)(3X)* -1)=0
< X(3X)*+1)(3X)? +1)3X+ 13X -1)=0

< X=0ou X=_—1 ou X=1©x=2 ou x=§ ou x=Z
3 3 3 3

Comme Y =9X° alors :
X=0=>Y=0>y=2
1 1
X=——2Y=-—-y=—
3 3 3
1 1
Et X=—:>Y=—:>y=z
3 3 3

Donc les solutions du systéme sont les couples

55 717
e (53« (33
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Corrigé du Sujet 4 1¢" tour 2021

Exercice 1: (25 points)

On considére les matrices

1 0 1 4 5 1 2 2 0
A=0 1 1|, B=|3 -1 2| ,C=|1 4 1|,
2 -1 1 0 1 1 2 4 2
1 2 3
D=1 2 3

-1 -2 3

1) Calculer AB, AC et AD.

2) Trouver toutes les matrices carrées M d’ordre 3 telles

que AM=0 (ou 0 désigne la matrice nulle).

Corrigé de ’Exercice 1

4 6 2 6 2 0
1) AB=|3 0 3|; AC= 0 3|et AD=|0
5 12 1 5 12 1 0
a b c
2)Si M=|d e f| alors
g i ]
a+g b+i c+j
AM=| d+g e+i f+ij

2a—d+g 2b-e+i 2c-f+]

[~

=T ]

AMIMATHS Recueil Olympiades Nationales de Maths 7C Tome 1

55



AM=0&1<e+i=0 Sdb=e=-i

donc M= a b ¢

Exercice 2: (25 points)

1) Résoudre I’équation 7> - 1047 + 4913 =0 (E)-

2) Soit z, et z, deux complexes tels que z,z, =17 etsoit x=z +z,
Montrer que x®=5Ix+104 si et seulement si ,* et z, sont les
solutions de I’équation (E).

3) On appelle entier de Gauss tout nombre complexe dont la partie

réelle et la partie imaginaire sont des entiers relatifs.
C’est-a-dire: z=a+ib avec a,beZ.

Montrer que les solutions de (E) sont des cubes d’entiers de Gauss.
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4) En déduire que I’équation x’ =51x+104 a une solution entiére

que I’on déterminera.

Corrigé de I’Exercice 2

1) A'=52% —4913 = 2704 — 4913 = 2209 = —(2500 + 9 — 300)
= A'=—(507 + 3> = 2x50x 3) = —47*

donc les solutions de (E) sont 52+47i et 52—47i .
. 3
2) Si x* =51x+104 alors (Z1 +zz) = 51(z1 +Z2) +104

oz +z)+3z2,2, (z1 + zz)= 51(z1 + zz)+ 104
=z} +z; = (51-32,2,)(z, +2,) + 104 =104
Enplus z,z,=17=>
3.3 _qm3 _ 3 _ —
7.z, =17° =(20-3)" =8000— 3600+ 540—27=4913
.|z} +2; =104 . . .
D’ou ! 7 donc ;} etz: sont solutions de I’équation
z) xz) =4913
7' —104Z + 4913 =0 qui est (E) .
Réciproquement :

Si 7} etz] sont solutions de I’équation (E) alors on a

{zf+z§ =104 2{zf+z§ =104

z) xz; =4913=17" z,z,=17
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Or X =7, +7,+32,2, (7, +2,) =X =1M4+5Ix

.\3 .
3) Soient a et b deux entiers tels que (a+bi) =52+47i c’est-a-

(s) -

dire que =3
{3ab2 -b’=47  |p(3a’-b?)=47

a® —3a’h = 52 {a(az _3b?)=52

Donc b est un diviseur de 47 qui est un nombre premier alors

b e {1;—1;47;—47}

En prenant b=1 le systéme (s) s’écrit
2 —_
a(a 3)_52:>a2=16et13a=52:>a=4
3a’ —1=47

D’oi (4+i)’ =52+47i=> (4-i) ' =52-47i donc les solutions de

I’équation (E) sont des cubes d’entiers de Gauss.

4) Soient z, =4+i et z,=4—i donc z,z, =17, en plus 2} =52+ 47i
et ;3 = 52— 47i sont les solutions de (E) alors d’apres la question 2)
on a x=z +z, est solution de I’équation x’=51x+104. Or

z, +z, =8 . D’ou 8 est une solution de I’éqution x* =51x+104.

Remarque :

les solutions de x* =51x+104 sont 8;—4+\/§ et—4—\/§
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Exercice 3: (25 points)

Soit ABC un triangle dont tous les angles sont aigus et on note D,
E et F les pieds de ses hauteurs issues respectivement de A, B et
C

Les cercles inscrits dans les triangles BDF et CDE sont notés

et r_. Soit I et J leurs centres respectifs.
La droite (DF) est tangente a 1, au point M.
La droite (DE) est tangente a r_ au point N.

La droite (MN) recoupe les cercles r, et r_ en P et Q

respectivement (P=M et Q=N ).

1) Faire une figure.
2) Montrer que mﬁ)=(ﬁ,ﬁ) [Tt] .

3) Montrer que PM =QN.
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Corrigé de I’Exercice 3

1) Figure
2) On note r, et r_ les

rayons respectifs des cercles

r,etr_ ;TetU leurs
points de contact avec la

tangente commune (BC).

Les triangles ACD et ACF

sont rectangles de méme

hypoténuse. Alors les points
AF,D et C sont cocycliques. Il en est de méme pour les points

ABD et E

Donc on a (modulo ) :
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— e ] ———
(DM, DI) = E(DM,DT) symétrie
1 —— s
= E(DF,DC) colinéarité

1 — —
= E(AF,AC) cocyclicité

1 — —
= E(AB,AE) colinéarité

1 — —
= E(DB,DE) cocyclicité

= %(ﬁj, FN) colinéarité
=(DJ,DN) symétrie

3) Les triangles rectangles DMI et DNJ sont semblables (mémes

mesures d’angles).

DN_ﬁ_rC

DM JM r,°

sinl\//IN\D B sinﬁ\\/lN - DN B sinﬁ\\/IN
DM DN DM  sinMND

D’autre part,

Ona: PM=2r,sinMIP et (TM,TP)=(MF,MP)=(MD,MN)[7]

donc PM=2r, sin DMN

QN=2r_ sin(jU\N et (W,U—Q) =(NENQ)= (ND,NM)[TC] donc

QN=2r, sinMIND
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PM 2r;sinDMN r,
Donc = — =B i =
QN 2r sinMND r. sinMND DN DM

Enfin PM =QN.

Exercice 4: (25 points)

Soit n un entier naturel strictement positif. x ety deux réels

positifs tels que x" + y" =1 .

sinDMN DM DN
X = X =1

2
1) Montrer que pour tout réel t 6]0,1[ : : b :4 < % .
+
n 1+ 2k n 1+ 2k 1
2) Montrer que [ Y || Y=Y 1<
1 1+ X i 1+y 1-x)1-y)

Corrigé de I’Exercice 4

1) Vit 6]0,1[ on a

+t)-t(+e)=a-0a-tH>0=t(1+¥)<1+t* =

2) Remarquons que x" + y" =1 x" =1-y" ety" =1-x".

1+t

1+t

4

1
<_
t
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En prenant t=x* on trouve

2k 2
1+x =1+t 1=L:>1+X <_ D’ott
1+x*™ 1+t t x* 1+x x*
1 n
Ll+x & 1 () x" -1 "
z <z k Xl = n = ny
~1x* &ix 1-1 x"(x-1) x'(1-x)

51+ x*
SR g <o

~1+x* x"(1-x)

Par analogie on a

-1 x"

1+y 1 _
z Z (v- 1) y'(-y)

k=11+y kly

n

1+y*™ b ¢
2
:kzl+y y'a-y) @

Le produit des relations (1) et (2) donne
n 2k n 2k n n

(Zl+x4k) Z:1+y4k < y x— X _ 1 .
S NS 1+y" ) xa-%n y'a-y) (-x)1-y)

L1 )14y 1
D’ou < .
(kz:;lﬂ‘“‘J(kz:l:Hy‘"‘ A-x)(1-y)

AMIMATHS Recueil Olympiades Nationales de Maths 7C Tome 1 63



Corrigé du Sujet 5 1¢" tour 2020

Enoncé de I’Exercice 1

On donne la matrice: A =

=R
=R
S =Oo

z : q 1
A tout réel x on associe la matrice M(x)=1, + xA + EXZAZ

1) Calculer A’ et A’ et en déduire, pour tout entier n> 3, la

valeur de A".

2) Montrer que M(x)M(y)=M(x+Yy).

3) Soit n un entier naturel. Ecrire les matrices M(x) et (M(x))"

sous forme de tableaux.

Corrigé de I’Exercice 1 :

00 1 0 0 0 1
1) A’=|0 0 1{/0 0 1|(=|0 0 0fet
0){l0 0 0 0 00
00 0 0 0 0 0
A=[0 0000 1(=/0 0 0(=A’=0,
0 0 0/A0 0 O 0 0 0
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Pour tout entier n>3,ona A"=A’xA" =0,xA" =0,,
2) Ona M(x)M(y) = (13 + XA + %szZJLL + YA+ %yzAzj donc

M(x)M(y)=1, +yA + %yzA + XA + xyA’ +
1

1 1 1
—xy’A’ + =x’A% + —x’yA’ + —x’y’A*
Y 2 Y Y

or A'=A'=0,, d’ou
1 1
M(x)M(y)=1, + yA+Ey2A2 + XA + xyA® +EX2A2
1 2 1 2 2
=L, +(x+y)A+ EX +Xy+Ey A

= MX)M(y) =1, + (x+ y)A +%(x+ y) A*=M(x+y)

M) =1, + xA+%x2A2 =

X2 X2
100y (oxo || X T
MxX)=[0 1 0|+[0 0 x|[+|{0 0 0 |=|0 1 x
00 1) {000 (00 0 0 0 1
1 2x 2x
(M(x))2 =MXM(x)=M2x)=|0 1 2x
0 0 1
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On a (M(x))" =M(X)(M(X))n_1 , on démontre alors par récurrence
2.2

1 nx ln X
2
que (M(x))n =MMmx)=|0 1 nx
0 0 1
Enoncé de I’Exercice 2

Soit T etI'' deux cercles qui se coupent en A et B. Les tangentes

en A a T etT' recoupent respectivement I" et I' en D et C et la

droite (CD) recoupe le cercle I' en un point M différent de B. On

se propose de montrer que la droite (NB) passe par le milieu du

segment [ AD]

1) Soit N le point d’intersection de(EVl) avec I''. Donner une

mesure de ’angle (Xﬁ,ﬁ)) .

2) Déterminer la nature du quadrilatéere AMDN puis conclure.
Corrigé de ’Exercice 2 :

1) En appliquant le théoréme de la tangente avec celui de la

cocyclicité sur I on trouve

(AC.AN)=(BA,BN) [x]= (AN,AC)=(BNBA) [x] . d’ou:
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=(AN,CD)=(BM,BA)+(BA,BM) [r]=|(AN,CD)=0 [x].

Donc (AN) est parallele a (CD)

2) En appliquant le théoréme de la tangente avec celui de la

cocyclicité sur I' on trouve

(AD,AM) = (BA,BM) [x]= (AW, D) = (BM,BA) [x] .

d’oir :

(AM,BN) = (XM, 5D) + (A, DN = (BM,BA) + (BA,BN) [x]

= (AM,DN)=0 [x] alors les droites (AM) et (DN) sont
également paralléles. D’oit AMDN est un parallélogramme ce qui

montre que les segments [ AD] et [VIN| ont le méme milieu donc

la droite (NB) passe par le milieu du segment [AD]
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Enoncé de I’Exercice 3

On considére dans C, les complexes z, et z, de module 1 et

d’arguments respectifs O et p.

2
1) Montrer que M est un réel positif ou nul.

Z,z,

2) Dans le plan complexe rapporté au repére orthonormé

(O;ﬁﬁ) , on considere les points A et B d’affixes respectives a et

b (on suppose que les points O, A et B ne sont pas alignés).

Calculer en fonction de a et b I’affixe z du point I barycentre du
systéme {(A,|b|);(B,|a|)} )
2
3.a) A l’aide de la question 1), montrer que Z—best un réel
a

strictement positif.

b) Exprimer argz en fonction de arga et argh .

¢) En déduire que oI est un vecteur directeur de la bissectrice de

I’angle A0B .

Corrigé de I’Exercice 3

1 = — = -
) z,z, e“e? e+

.o+ 2
2 io | iB)? 2cos a_B)elzJ
T N e

AMIMATHS Recueil Olympiades Nationales de Maths 7C Tome 1l 68



donc c’est un réel positif ou nul.

a|b|+b|a|

2) I=bar{( |b|) (B |a|)} ||+ b|

3.a)Ona

. (alb|+bja]Y [a] "]
7= Tageppl ) =D ey

(a,bY [ub]
_ 2 _ (el | Jal bl | _Jallb] Ula|

ab  ab | |a|+|b| (Jaf+[p])" 2, P
[al "~ [b]

2

a b

(& 8]

Comme |||| est un réel positif et ———— estde la
(1] +bl)’ PR
[al o]

2

b

forme (Z‘ +Z2) avec Z, =§ et z,= |b| qui sont de module 1,
7.7

172

2
alors ibest un réel positif .
a

= Si le réel |a||b| T # 0 car si M =0 ou ‘H =0 alors les points
b

O, A et B seront réduits a 2 et donc alignés.
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S 2 b =0 alors
D
[a " [b]
i.,.ﬁ=0:2=_M=—1:arg(kj=n:(m,a§)=n =
[a| * [b] a  |a a

0O, A et B alignés.

2
D’ou Z_b # 0 et par conséquence il est un réel strictement positif.
a

z? . z? 1
b) —eR = arg| — |[=0=|argz=—(arga+argh
) <R, g(ab] g 2( g gb)

) argz=%(arga+argb) = argz—arga=%(argb—arga)
:(m,a)%(m,@)

D’ou OI est un vecteur directeur de la bissectrice de I’angle

—

AOB.

Enoncé de I’Exercice 4

Soient A, B et C trois points du plan, deux a deux distincts,
d’affixes respectives a, b et c. Montrer que les quatre

propositions suivantes sont équivalentes :

1) Le triangle ABC est équilatéral

AMIMATHS Recueil Olympiades Nationales de Maths 7C Tome 1l 70



2) jou j* estracine de ’équation az*+bz+c¢=0

3) a’+b’ + ¢’ =ab +ac+be

4) + + =0

Corrigé de I’Exercice 4

2z
Onaj=c enplusona j=1;j=} =l_
J

» Supposons que le triangle ABC est équilatéral alors

T LT T T LT
c—a i c—a -iZ c—a i i ir
> b—=e3 ou b—=e 3 or b—=e3:>c—a=be3—ae3:>
—a —-a —a

(-1+e?)a—be’ +c=0= ja+bj’+c=0= aj* +bj*+c=0et

T
c—a —i— —i— i—
=e 3=>c—a=be 3—-ae-"?3
b—a
4E L®
= (-1+e 3)a—be *+c=0

= aj’ +bj+c=0

D’ou [P, =P,

> Si j est solution de I’équation az’+bz + c=0 alors on a

aj’+bj+c=0= a(j’+1)+bj+(c—a)=10
= j(b—a)+(c—-a)=0=> 2=_j=e'i?doncABC est
—a

équilatéral. De méme si ;> est solution de az’+bz +c=0 alors

aj*+bj’+c=0= a(* + 1)+ bj*+(c—a)=0
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= j*(b—a)+(c—a)=0= ——2 _ _j> —¢'3 donc ABC est
—a

équilatéral. D’ou P, =P,

» Si ABC est équilatéral alors d’apres Alkashi on a :
a’=b’>+c’ - 2bcc0s§ = a’=b’ + ¢’ —bc par analogie on

exprime b’ et ¢, alors on a
a’=b>+c’—bc
b’>=c¢’+a’—ac
c¢t=a’+b’*-ab
=a’+b’+c’=2(a’+b’*+c’)—(bc+ac+ab)

=a’*+b’+c*=bc+ac+ab

D’ou|P, = P,|. Réciproquement si a’ + b’ +¢* =be + ac+ab

alors on a

a’+b>—-2ab=—c’+bc+ac—ab
=c¢(b—-c)+a(c—Dhb)
=(b—-c)(c—a)

= (a—-b)’=(b—c)(c—2a)

Donc
1 N 1 N 1 b—a N 1
b—-c¢c c¢c-—a a—b_(b—c)(c—a) a—b
b—-a 1
= 2+
(b—a) a-b
1,
" b-a a-b
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donc |P, =P,

» Supposons que 1 + 1 + L =0alors on a
b-¢ c¢—a a-b>b
b—a _ 1
(b—cﬂc—a) a—b
c—b _ 1
(a-b)(c—a) b-c
b—a c-a
- b-¢c b-a
c—b_b—a
c—a b-c
c— b—a c—b
= arg =arg =arg
— b—c c—a

» donc le triangle ABC est équilatéral. D’ou (P, = P,|.

Conclusion : On a démontré que p, < p, et P, > P, = P, = P,

donc les 4 propositions sont équivalentes.

Enoncé de I’Exercice 5

Résoudre dans N? : ppcm(x,y) —pgcd(x,y) =243,

Corrigé de I’Exercice 5

Soit (E) I’équation ppcm(X,y) —ngd(X,y)=243 et soit

d =pged(x,y). Il existe deux entiers x’ et y’ premiers entre eux

tels que x=dx’ et y =dy’. Dans ce cas on a ppcm(x,y) =dx’ ',
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donc I’équation (E) s’écrit dx'y'-d=243 < d(x'y' —1)=243.
Alors d est un diviseur de 243 or 243 = 3° et ses diviseurs sont

1; 3; 9; 27; 81; 243 et x'y'=1+¥

1°" cas |d=1 alors x’y’ = 244 = 27 x 61 alors:

2 X =1y =24=|x=1ety=244

> X =4y =61=>|x=4et y=61

2 X =61y =4=|x=6lety=4

> X=2Md=y =1=|x=244ety=1

2tme cas|d =3 alors x'y’ = 82 = 2x 41 alors :

> X =1y =82=|x=3ety=246

> X =2y =41=|x=6ety=123

> X =41y =2=x=123ety=6

> X=82y'=1=|(x=246ety=3

3¢me cas|d=9 alors xy’ = 28=2'x7 alors:

= X =1y =28=|x=9et y=252

AMIMATHS Recueil Olympiades Nationales de Maths 7C Tome 1l 74



o> X =4=y =7=>(x=36 et y=63

> X =7y =4=x=63 et y=36

> X =282y =1=|x=252ety=9

d=27 alors x'y' =10=2x5 alors:

> X =1y =10=|x=27 et y=270

> X =2y =5=|x=5ety=135

= X =5y =2=x=135ety=54

> X =10y =1=|x=270et y=10

d=81 alors x'y’ =4 alors:

> X =1y =4=|x=8lety=324

> X =4y =1=|x=324ety=81

=

d=243 alors x'y’ =2 alors :

= X =12y =2=(x=243 et y=486

= X =2y =1=|x=486 et y=243
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Corrigé du Sujet 6 1¢" tour 2019

Exercice 1 : (20 points)

Soit A un point d’un cercleI” de

centre O et de rayon R.

Soit I un cercle de centre A qui

rencontrel enP et Q.

Mun point deI” distinct de P et Q
tel que (MP)recoupel” en B et (MQ) recoupel’ en D . On

cherche a démontrer par deux méthodes que : (BD) L (AM).

1° Méthode 1 : Puissance d’un point par rapport a un cercle.

a) Soit A , une droite quelconque passant par M qui coupel en

—_ —

¢) Montrer que : (BD) L (AM)
2° Méthode 2 : Angles orientés

a) Montrer que : (m,m) + Z(M—Q,m) =r

b) Montrer que : (BD) L(AM)
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Solution
1° Méthodel : Puissance d’un point par rapport a un cercle.

EEIZ

On a :ME.MF = ME.ME' = OM? — -—OM?-R>.

Comme ce nombre est indépendant de la droitea  ,

Soit M’'=S,(M),ona:

MA.DE = MM'.(ME - D)
2

=l MM’'.MB-MM'.MD
A )
(VP MB - MQ.MD

A )
~0

D’ou les droites (DB) et (AM) sont perpendiculaires.

2° Méthode 2 : Angles orientés

a)On remarque que AMQ est un triangle isocéle donc

(M—Q,M—A) = (Q—A,Q—M)[n] et comme la somme des angles orientés

d’un triangle est égale a r alors (m,m) + Z(M—Q,m) =n

b) On a:
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D’ou z(ﬁi,m) =n= (ﬁ,m) = g[n] . Donc les droites (DB) et
(AM) sont perpendiculaires.

Exercice 2 ; (20 points)

Soit le nombre : X=3/9+4\/§ +3/9—4\/§

1° Calculer X°

2° Montrer que X est un entier naturel que I’on déterminera.

Solution

1° X° =18+3(3/9+4\/§+3/9—4\/§)=>X3 =18+3X

2°Ona X*-3X-18=0Avec

X=Y9+4J5+9-4J5>Y9+4/5>8=2>X>2
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Soit f(x)=x'-3x-18, VX22. f'(x)=3x>-3>9> 0 donc fest

continue et strictement croissante sur [2;+°0[ alors c’est une

bijection de cet intervalle sur son image qui est [—16;+°0[ .

D’oii Péquation T(X)=0 admet une unique solution sur 2+,

Or f(3)=0, donc 3 est Ia seule solution de cette équation . On en

déduit donc que X=39+ 45 +39-4/5=3,

Exercice 3 : (20 points)

1° Soit A=p2(2p+1)2 oll p e N. Déterminer les restes possibles de

la division de A par 10.

2° Soit S, =2n“k3=13+23+,,,+n3 avec neN".

k=1

nz(n+1)2

a) Montrer que : VneN*, S, = Vi

b) Quel est le chiffre des unités de s ?

2018

2019
¢) Quel est le chiffre des unités de (%) ?
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Solution

1° Soit A=p2(2p+1)2 oll p e N. Déterminons les restes possibles

de la division de A par 10.

reste de p 0/1[2/3|4(5/6[7|819

reste de 2p+1 113(5(7(9|1(3|5|7/|9

reste de p? 01/4/9/6/5(6]9|4]|1

restede 2p+1)* (19591 |1]9|5|9|1

Reste de A 0/9/0(1{6(5{4|5|6]1

Alors les restes possibles de la division de A par 10 sont:0; 1 ;

4:;5;6;09.

) n ) n’(n+ 1)2
2° a) Soit 5 ="k’ . Montrons par récurrence que S, ==
k=1

2 2
Onas =1*=1= 1" x2 , donc la proposition est vraie pour n=1
2 2
n (n+ 1)
.Supposons que S, == or

sm="z+lk3=ik3+(n+1)3=sn+(n+1)3:
k=1 k=1
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. =M+(n+1)3 _ (n+1) [n* +4m+1D)] _ (n+1) (n+2)’
4 4 4
nz(n+1)2

D’ou VneN* ona § =>k’= 1
k=1

5 2018 x2019°

b) Ona Sy, =D k' = =1009° x2019* =p*(2p+1)°
k=1

avec p =1009 et d’apres le tableau de congruence de la question

1° on a le dernier chiffre de s est 1.

2018
¢) D’aprés a) on a

w19 2019% x 2020>
S2019 = 2 e

k=1

=2019* x1010* =(2019x1010)" donec

Sy (2019x 1010

2
j =(673x101)’
900 30

Or
673 =3 [10]
101=1 [10]

= 673x101=3[10]
= (673x101)" =9[10]
= (673x101) =-1[10]
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D’ou

S

2019 _
900 1[19]

S 2019

2019 =(—-1 2019 1
=(S2] " = o

S 2019 S 2019
= (—2‘"9 ] =-1[10]=> (—2‘"9 ) =9[10]
900 900

2019
D’ou le chiffre des unités de (ﬁ) est 9.

Exercice 4 : (20 points)

Soient » un entier naturel non nul et & un réel.

n n .
, \ u"+v" =2sina |
1° Résoudre le systeme { . ,0u u et y sont des
uv =

nombres complexes.

(z, +iz,)" + (z, —iz,)" =2sina |
; 2) (l 2 ,Ouzlet z,

2 _
z, +z, =1

2° Résoudre le systéme {

sont des nombres complexes.

Corrigé

1 1
1) v=—>u"+—=2sina=u™ -2u"sina+1=0
u u
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C’est une équation du 2" degré en u", on a
. . 2
A’ =sin’ a—1=(icoscr) d’out

i(a=2) ~ia=7)

u" =sina—icosa=e ou u"=sina+icosa=ce .

. T .o (4k-m
n l(a—z) 1(7+27)
Or|u"=e Su=e " et

) (&4 (k-Dr

u'=e 2 <Su=e " M avec k un entier prenant les

valeurs de 1 a n-1.

j( 2 k=D, (@, @k
. u=e " 2n u=e " 2n
Donc les solutions sont ou
—i(E+M) 1(2+M

v=e 0 2n v=e " 2n

)

)

(z, +iz,)" +(z, —iz,)" = 2sina (z, +iz,)" +(z, —iz,)" = 2sina
=

20
z}+z2," =1 (z, +iz,)(z, —iz,) =1
u" +v" =2sina
uv=1

. . 1 1
avec zl+1z2=uetzl—lzz=v:>z1=5(u+v)etzz=5(u—v).

AMIMATHS Recueil Olympiades Nationales de Maths 7C Tome 1 83



i(g+(4k—1)ﬂ:) _i(g+(4k—l)ﬂ:) _i((x+(4k—1)1t) i((l+(4k—1)1t)
en 2n +e " 2n e n 2n +e 2n
zZ,= z,=
2 2
=9 ou A«
i(g_'_(4k—1)1c) _i(g+(4k—1)ﬂ:) _i(g+(4k—1)ﬂ:) i(g_'_(4k—l)1c)
e n 2n —e n 2n e n 2n —e n 2n
zZ, = z,=
L’ 2 L 2
a (dk-Dn a (dk-Dn
z, = cos(—+ u) z, =cos(—+ (—))
! n 2n ! n 2n
=) 4k -1 4k -1 avee
. O -Dn . -r
z, =s1n(—+u) z, =—51n(_+¥)
L n 2n n 2n
k € {0;1;2;...;n — 1}
Exercice 5 : (20 points)
. b . 1 0 Al r
On considére la matrice A = 5 ou a est un réel non nul. On
a

se propose de déterminer les réels x ety telsque A" =x A +y. 1,

, ou 1, est la matrice unité d’ordre 2.

1° Calculer A et A°.

2° Montrer que : VneN, x  =3x, +y, ety,,, =-2x,-
3° Démontrer que : VneN, A" =(2n —1)A+(2—2“)I2 .

4° Déterminer la matrice inverse de A™”.
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Solution

oaeft ol 3 9L )
el e U L)

2° On remarque que A” =34 — 21, et

A =Ax(3A-21,)=3A%—2A =3(3A -21,)- 2A = 7A - 61,

x,=0 x,=1=3x,+
On sait que{ ’ et { ! 0 Yo

y, =1 y, =0=-2x,

X, =3=3x,+Yy,
y, =—2=-2x

5 —

enplus A’=3A-2I, :>{

1
Comme A" = x A +y,1, alors

A" =A"xA
=(x,A+y,1,)A
=x,A’+y,A
=x,(3A-2L,)+y,A
=(3x,+y,)A-2x1,

Oor A™ =x,,A+y,,L, d’ou X, =3X, +y,ety,,, =-2x,.
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x, =2"-1

3° Montrons par récurrence que Vne N {
y,=2-2"

On a X, =0=2"-1 of x,=1=2"-1
Yo=2-2 y,=0=2-2'

La proposition est donc vraie pour n=0 et n=1

Supposons que
x, =2"-1
y,=2-2"

X, =3%, +y, =3(2"-1)+2-2"=2"" -1

on a alors
Yo =-2x,=-2(2"-1)=2-2""
D’ou
x, =2"-1
VneN .
y,=2-2"

Ce qui montre que :

VneN, A"=(2"-1)A+(2-2")1L,.
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4° D’aprés 3° on a

On a detA" = 2" donc A"est inversible soit B, sa matrice inverse

on a:

2 0 1 0
B.= (1-2")a 1 = B.= (27-1)a 27

La matrice inverse de A™ est donc la matrice

1 0
By = (2—2019 _ 1) a 2729
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Corrigé du Sujet 7 1¢" tour 2018

Exercice 1 : (20 points)

ABCD est un carré direct de coté 1, (Q) est un quart de cercle de

centre C et passant par B et D.

M est un point variable du segment [AB] distinct de A et B. Par
le point M on trace la tangente a (Q) qui coupe le coté [AD] en N.

Le point de contact de la tangente avec (Q) est nommé T.

On pose am - x et AN=y avec O<x<let 0<y<1

1. a) Faire une figure et démontrer que : MN=2—-x-y

b) En déduire que y = 2+L2
X —

2) Déterminer la valeur de X pour laquelle la distance MN est

minimale. Calculer cette distance.

3) Déterminer la valeur de X pour laquelle I’aire du triangle

AMN est maximale. Calculer cette aire.
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Corrigé

1° a) La construction de la figure

CTM et CBM sont deux triangles rectangles de méme

hypothénuse CM.

En plus CT=CB(égale au rayon du cercle). D’ou les triangles

CTM et CBM sont isométriques et que MB=TM.

De méme les triangles CTN et CDN sont isométriques (méme

raisonnement) d’ou TN =DN.

On a
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MN =TM + TN
=BM + DN
=(AB-AM)+(AD- AN).

=(1—x)+(1—y)
=2—-Xx-Yy
b) On a MN = AN - AM . D’aprés le théoréme de Pythagore on a
AN’ + AM? = MN’. En utilisant la question précédente on trouve
2 2 2 2 2 L yeer
X' +y’ =(2-x—-y) =4+x"+y’ —4x—4y+2xy. Cette égalité donne
4 - 4x — 4y + 2xy = 0 et par conséquence

2,;_2=2(x—2)+2=2+ 2
x—2 x—2 x—2

y(x—2)=2x—2:>y=

2° D’aprés la question 1°on a :

2
MN=2—x—y=2—X—[2+ 2 j=—x— 2 X +2x-2
X

x—2 -2 x—2
Soit £(x) = —x - —2—= X *2X=2 55 x€[0,1]
x—2 x—-2

La dérivée f' de f est définie par :

2 _2—(x_2)2 (x—2+\/5)(—x+2+\/5)

(=2 (x-2) (x-2)°

Comme X€[0,1] alors —x+2+ vz >0 donc le signe de '(X) est

celui de x - 2+ /2 qui s’annule et change de signe en X, =2 2

et on a alors le tableau de variation de f
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Ce qui montre que la distance MN est minimale pour x =2 - /2 et

la valeur minimale de cette distance est -2 + 2/2 .

3° Le triangle AMN étant rectangle en A, son aire est donc

a(x)=lxy=lx(2+ 2 )=X2_x=x+ X =x+1+ avec
2 2 x—2 x—2 x—2 X—
xe[0,1].
La dérivée de la fonction a est

9\ _ x—2+2)(x=2-2
a'(x)=1- 2 —(x 2) 2:( )( )etson

(=2 (x-2) (x-2)’

tableau de variation est :

r |0 2—/2 1
a/x) + (i) —
3—2v2
a(x) P S
0 0

Donc ’aire du triangle AMN est maximale si et seulement si

x = 2 — /2 et cette aire maximale est égale a 3-2.2
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Exercice 2 ; (20 points)

Pour tout réel a = 0, on considére les matrices

a

1[ 1) 1 1

s PN

Mo=| BU )l N, = U a
1

1) Montrer quevaeR etvbeR'ona: M, xM, =M, , N, xN, =M, ,

a

M,xN, =N, et N, xM, =N, .

a

2) Que peut-on dire de (M,)" 2 (N,)" ot neN® ?

Corrigé

o 4D
Pour tout réel a= 0, on note M, = V3 . a
0 —
a

a  Lfa-1
et N, = \/5 a
—a/3 —-a
1) Montrer quevae R*etvbe R*ona: m_xM,=M,, »

N,xN,=M,» M, xN =N, et N xM, =N

a a

2) Que peut-on dire de (M,)n ? (Na)n 20U neN
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(—}
& | -
<

1 1 1 1
a _(a__] b _(b__j
b) N, xN, = J3U a 30 b
—a+/3 —a —b\/§ —b
ab—ab+— %(ab—i—ab+2j b %(E—%)
Nabe= a a _ a 3\a
0 —ab+2+ab 0 2
b

d'ou N, xN, =M,
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ab—ab+R %[ab—i—ab+2)
M, xN, = a V3 a
b b
a
b 1(b_ a
_ a J3la b =N
b\/f -b
—=J3 ad
a

d'ou M, xN, =N,

1
b3 —b 0 2
a
wo Lt 1)
M, xN, = 3 a a a
—ab\/g —ab+R—E
a a
ab Lab—i
= \/5 ab
—ab\/§ —ab
=Nab
d'ou M. xN =N
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2°D’aprés 1) ona: m .M, =M, ,dou M.M,=M, et on

démontre alors par récurrence que pour tout neN, (Ma)n =M,

De méme comme N,xN, =M, alors on a

a

10
N, xN, =M, =M, = (0 J =1 et on démontrer par récurrence

a

2
que pour tout pe N, (Na) * =1| et on en déduit que

(Na )2p+1 _ N

ale®

Exercice 3 : (20 points)
1) Resoudre dans z x z I’équation (g) : 3x -2y -1.

2.a) Montrer que, pour tout entier naturel n, le couple

(14n +3,21n + 4) €St solution de (E)-
b) En déduire que VneN les deux nombres 14n+3 et 214 + 4
sont premiers entre eux.

3.a) Soit a-pged(21n+4,2n+1). Justifier que d=1 ou d=13.
b) Montrer que 4 - 13 < n=6[13]-

4) Pour tout entier naturel . > >, on note A=2In*-17n-4 et
B=28n’-8n*-17n-3.
a) Montrer que les deux nombres o et s sont divisibles par , -1 .

b) Déterminer, suivant les valeurs de n, le pgca(a,B)-



Corrigé

1) Le couple (1,1) est une solution particuli¢re de (E) .

Pour tout couple (Xe}’) solution de (E) ona

X -2y =1 P —1)= —
{3x1—2x1=1d0u 3(x—1)=2(y-1).

2(x—1)

Alors {3[2(y—1) et d’aprés le théoréme de Gauss on a
3y-1)

2[3(x-1)
3A2=1 {
ce qui donne x=2m+1 et y=3m+1, meZ

La solution générale (X) de (E) est (2m+1,3m+1), vmeZ.
2.2) Comme, pour tout entier n on a 3(14n+3)—2(2In+4) =1

alors (1411+3,2111+4) est une solution de (E).

b) La question précédente montre alors que le pged des deux
nombres 14n+3 et 2In+4 est 1 (théoréme de Bézout), c’est-a-
dire que VneN les deux nombres 14n+3 et 2In+4 sont

premiers entre eux.

3.2) Soitd=pged(2In+4,2n+1),

AMIMATHS Recueil Olympiades Nationales de Maths 7C  Tome 1 96



On sait que

2In+4=10(2n+1)+n-6
{ " (2n+1)+n = 21(2n+1)-2(2In+4)=13

2n+1=2(n-6)+13
Par conséquence d divise 13 et comme les diviseurs positifs de 13
ne sont que 1 et 13, on en déduit que d=1 ou d=13.
b) Supposons que d=13. Comme d divise 2In+4et 2n+1alors d

divisen — 6, donc 13{11—6 C’est-a-dire que N=6 [13] .

Réciproquement si N=0 [13] alors n=13k + 6 d’ou
2In+4=13(21k+10) et 2n+1=13(2k+1), donc 13 divise

2In+4et 2n+1 alors 13 divise d et comme d est soit 1 soit 13

alors on a d=13.

D’oul d=13 & n=6]13].

4) a) La factorisation des nombres A et B donne
A=(n-1)(2In+4) et B=(n-1)(2n+1)(14n+3).

Ce qui montre que les deux nombres A et B sont divisibles par
n-1.

b) Comme 14n+3 et 2In+4 sont premiers entre eux alors

pged(21n +4,(2n+1)(14n+ 3)) = pged(2In+4,2n+1) =d

Dot pged(A,B)=(n-1)d.
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= Si n=6 [13] alors pgcd(A,B)=13(ll—1)

= Sinz6 [13] alors ngd(A,B)=Il—1

Exercice 4 : (20 points)

Soit m un nombre complexe différent de 1. On considére dans C

I’équation (g ) d’inconnue z :
(E) : 2 —(1-i)(m+1)z—i(m’ +1) =0,
1. a) Montrer que le discriminant Ade () s’écrit sous la forme
A=[(1+i)(m-1)T.
b) Résoudre dans C I’équation (g ).

¢) Déterminer, sous forme algébrique, m tel que le produit des

solutions de (k) soit égal a 1.
2) Ecrire la forme trigonométrique des complexes z, =1-im et

. T
z,=m—i, pourm=e® (E<6<n).
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Corrigé
1° a) Le discriminant de (E) est

A=[(1-i)(m+1)] +4i(m*+1)
=-2i(m+1)" +4i(m* +1)
=2i(-m?>-2m-1+2m?*+2)

= A=2i(m?-2m+1)=(1+i)’ (m-1)" =[(1+i)(m-1)]

b) Les solutions de I’équation (E) sont donc

, _(1—i)(m+1)—(1+i)(m—l)=1_im ot

v 2
, =(1—i)(m+1)+(1+i)(m—1)=m .
: 2

¢) Le produit des solutions de(E) est p=— (m +1)
p=1<:>—i(m2+1)=1<:>m2+1=l.=i<:>m2=—1+i Alors p=1
—1

ssi m est une racine carrée de —1+i.

Si m = x + iy une racine carrée de —1+1 alors (x,y ) est une

x2+y2=\/§

solution du systéme : {xX*—y*=-1,
2xy =1
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Le produit des solutions de (E) est égal a 1 ssi

m=\/'l+ﬁ +i\/1+ﬁ ou mz_\/—1+\/5 _i\/1+\/5
2

2 2 2

2° La forme trigonométrique des complexes z, =1-im et

: T
z,=m —i,pourm =e* (E<e<n).

z,=1-im=1-ie" =1+ ei[e_gj = 2cos(g— %Je{z Zj . Comme

Oe]l,n[ alors E—EG]O,E[ et cos(g—£]>0-
2 2 4 4 2 4

D’ou Pécriture trigonométrique de z, est

0 =« 0 n) .. (6 =
Z, =2cos 573 cos > 3 +isin 272

Pour 2, on a
i* i 8. (9,37
z,=m—i=¢®—e? =2isin oz e[2 4]=2sin o =n e(2 4].
2 4 2 4

Puis que O _m_ }o,ﬁ[ alors sin [9_ Ej > 0 et par la suite
2 4 4 2 4

I’écriture trigonométrique de z, est

. (0 m 6 3n) .. (0 3=n
z, =2sin 574 cos E+T +isin E+T
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Exercice 5 : (20 points)

2x+1
x—1

Soit f 1a fonction définie sur ]1,+°0[ par: f(x)=

1) Calculer les dérivées premiere, seconde et troisiéme de f .

2) Détermine I’expression de la dérivée f’ d’ordre n de f en

fonction de n.

Corrigé

2x+1
x—1

Soit f 1a fonction définie sur ]1,+°°[ par: f(x)=

1) La fonction f est infiniment dérivable sur son Dy =R—{1}.

Sa dérivée premiére est f'(x)= = 7o
x—ﬂ
r_e__r " 6
Sa dérivée seconde est f (X) = 3
x—l)
S e ey m -18
Sa dérivée troisieme est f (x) = 1)4
X —

2) Détermine I’expression de la dérivée ) d’ordre n de f en

fonction de n.
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, 3 (-1)'x3x1!
On remarque que f (X) = (x—l)z =( (x)— 1)1+1 ;

6 _ (—1)2 x3x2!
(X—1)3 (X_1)2+1

niy) 18 =(—1)3x3x3!
0= =

Montrons donc par récurrence que pour tout neN*,

() (x)

f"(x)=

et que

_3x(—l)nxn!

(X_l)n+1
Elle est donc vraie pour HG{L2,3} . Supposons qu’elle est vraie

_3x(—1)pxp!

.0
(x-1" "

pour une valeur p de n ¢’est-a-dire que f ®) (x)

sait que £ (x)= (f(") (x))l d’ou

3x(-1)" xp! _ 3x(-1)" x(p+1)!
e A=

achéve la démonstration et permet de conclure que pour tout

) (x)=—(p+1)

. Ce qui

_ 3x(—1)"xn!

(X _ 1)n+1

neN*, f(“)(x)
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Corrigé du Sujet 8 1¢" tour 2017

Exercice 1 (4 points)

1) Vérifier que, pour tous réels X, Yy, Zon a

(x+y+z) =x*+y>+z>+2xy+2xz+ 2yz.

2) La somme des aires des faces

d’un parallélépipéde rectangle
est 22cm’ et la somme des g ) 1

=
longueurs de ses arétes est 24cm. . /

X
Déterminer la longueur de ses diagonales intérieures.

Une solution
1) Vérifier que, pour tous réels X, Yy, Zon a :

(x+y+z) =x+y*+z>+2xy+ 2xz + 2yz.

(x+y+z) =(X+y+z)(X+y+1z) d’ou

(x+y+z) =x+y*+z>+2xy+ 2xz+ 2yz.

2) Déterminer la longueur de ses diagonales intérieures

- La somme des aires des faces d’un parallélépipéde rectangle est

22em’ d’ou 22 = 2xy + 2xz + 2yz. Donc xy + xz +yz =11

- La somme des longueurs de ses arétes est 24cm d’ou

4x +4y+4Z =24 donc x+y+z=6.
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La longueur d’une diagonale intérieure est telle que :
L=+x’+y*+2’ (utilisation du théoréme de Pythagore). Or
d’apres la question 1) on a :

(x+y+z)2=xz+y2+zz+2xy+2xz+2yzd,0il 6’=L*+2x11 donc

L =14

Exercice 2 (4 points)

Soient O et g deux réels.

1) Développer, réduire et factoriser I’expression

(o’ = B*)* + (2ap)’ -
2) Soient x, yet z des entiers naturels. Le triplet (X,Y,Z) est
pythagoricien si x> + y? = 22.

Utiliser 1) pour donner trois exemples (non proportionnels) de

triplets pythagoriciens.

Une solution

1) Développer, réduire et factoriser I’expression

(' =B*)" + (20B)" -

(o> —B*) +(2aP)’ =a' — 20’ +B* + 4a’p’
=o' =20’p* +B* =(a’ +p°)°
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Donc (a* -p*)* + (2ap)* = (o + p*)’
2) Soient x, yet z des entiers naturels. Le triplet (X,Y,Z) est
pythagoricien si x> + y?> = 22.

Utiliser 1) pour donner trois exemples (non proportionnels) de

triplets pythagoriciens.

On pose X=‘0L2—BZ s, y=2ap et z=q*+p?

Pour =2 et p=1 ontrouve: x=3,y=4 et z=5
Pour a=3 et =2 ontrouve: x=5, y=12 et z=13
Pour ao=4 et =1 on trouve :x=15, y = 8 et z=17

Exercice 3 (4 points)

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct

(0;1i,v) . On considére le point A(-1+i) et la suite de points
(Nln)neN d’affixes z, définiepar: , o etz = %(1 +i)z, +i.

1) Montrer que le triangle Am M, est rectangle isocéle pour

toutneN.

2) Montrer que les points M |, restent sur quatre droites fixes.
Sur quelle droite se trouve le point v, ?
3)Onpose: L =M ,M,+M M, +--+M,_ M,.Calculer L en

fonction de n puis limL, .
n—>+00
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Une solution

1+i )
1 OnaZei=t __2 HEITER (1+i)z, +i Onad
na = . = =1,
) —z, 1+i (1+i)z, +1 1 a done

T TIA S pitl-i
2
AMn+1 = MnMn+1
— T
(Mn+1A’ Mn+1Mn ) = E
Le triangle Am M, est rectangle isocéleenm .
2) On a I’angle (mn,mm) =§ [2n] par suite I’angle
(Wp,mw): n [2n]pour p e N. On en déduit que M |, reste
sur I’une des quatre droites(AM,) ou(AM, ) ou(AM, ) ou(AM,).

Remarquons que 2017 =4x504+1 et donc VL, E(ANII) .

3) Remarquons que z, = %(1 +i)z, +iet par suite

1 . .
Z,,—7,= E(1+1)(zn ~z,).AlorsAm,, = %AMH .Mais
\ 1 1
d’aprésl)) AM . =M M, =—AM =—M M _ .On pose
n+l1 n n+l1 \/E n \/E n-1 n

d, =M M, alors la suite (d,l) est géométrique de raison —__ et

V2

de premier termeq, =M M, =1.
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On trouve que

SR BN S W)
J2
limL, =2++2.

Exercice 4 (4 points)

1) Soit PQRS un trapéze de bases [PS] et [QR] dont les

diagonales se coupent en E . Montrer que les triangles PQE et
RSEsont de méme aire.

2) Soit ABC un triangle acutangle (4 angles aigus). La
bissectrice intérieure de ’angle A coupe [BC] en L et recoupe le
cercle circonscrit au triangle ABC en N . Les projetés
orthogonaux de L sur(AB) et sur (AC) sont notés
respectivement F et D . La paralléle a(NC)menée de D coupe
(BC) enl.

a) Montrer que (FI) est paralléle a(BN).

b) Montrer que le triangle ABC et le quadrilatére AFND sont de

méme aire.
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Une solution
1) On a d(P;(QR)) = d(S;(QR)) d((P3(QR) =d((S;(QR)) car

(PS) ||(QR), donc les triangles PQR et QRS sont de méme aire.

On a
aire(PQR) = aire(PQE) + aire(QER) = aire(RSE) + aire(QER) = aire(QRS)

d’ou aire(PQE) = aire(RSE).

2.a) Montrer que(H) est parallele a (BN) .

Les points A, F, L et D sont cocycliques (triangles

rectangles de méme hypoténuse.

Montrons que I est sur le cercle passant par les points A, F,

L etD.

On a : (ILID)=(CB;CN) (alignement et parallélisme) d’ou
(ILID)=(AB; AN) (cocyclicité) done (IL;ID)=(AN; AC)
(bissectrice) on en déduit que (IL;ID)=(AL; AD), le point est
bien sue le cercle circonscrit au triangle ADL.

(FI;BN) = (IF; IL) + (BC; BN)
= (AF;AL) + (AC;AN)
=(AB;AN) + (AC; AN)
=0

car (AN)est la bissectrice de (AB;AC).
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b) Montrer que le triangle ABC et le quadrilatére AFND sont de

méme aire.

On note {El} =(NDN) et {Ez} =(FN) m(BI)

La partie AFE,E,D est commune au triangle ABC et au
quadrilatere AFND . Dans les trapézes DINCet FBNI on a
d’aprés la question 1) que les triangles FBE, et INE, d’une
part et que les triangles FBE, et INE, d’une partINE, et DCE,

d’autre part sont de méme aire. Donc le triangle ABC et le

quadrilatere AFND sont de méme aire.

Exercice 5 (4 points)

Soit ABCD un carré de coté a.

Un cercle I' intérieur au carré est tangent a (AB) et(AD) .Un
second cercle I'', intérieur au carré, est tangent extérieurement
a I' ainsi qu’aux droites (CB) et(CD).

Soit S la somme des aires des cercles I' et I'' : qu’elles sont les

valeurs maximale et minimale deS ?
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Corrigé

.[\/ 05\ B
\_ / \

\/

D C

Les centres O et O’ des cercles étant a égale distance des cotés
(AB) et (AD) pour I’un et des co6té (CB) et (CD) pour ’autre,
les centres des deux cercles sont situés sur la diagonale (AC) et
les rayons r et r’ des cercles vérifient : OA+r+r'+0’'B=AC=2a+/2 or

OA=r+/2 et 0'C=r'\/2 en remplacant on trouve :
r+r)1+V2)=a/2 @’oir r+r =a2—2)

Les cercles étant situés a I’intérieur d’un carré de coté a, leurs
rayons restent inférieurs a %. On en déduit que chaque rayon
appartient a I’intervalle [a(%_ NE) );ﬂ .La somme des aires des

deux cercles est : S=r(r+r")
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S=n(r’+r" )=§((r+r')2 Hr-r')? )=§(a2 (6-42)+(r-r')?).

On en déduit immédiatement que cette aire est minimale

lorsque r=r'=%(2-\/5 )= a(Lg) on aalors S, =n(3-22)a’ .

Et qu’elle est maximale quand r est maximal et r’ minimal (ou

inversement) c'est-a-dire quand :

r= % et r’=a(%—\/5)
onadonc S, = g(a2(6-4\/5)+(-1+\/5 )2a?)

d’ol‘l Smax = %{%_ 3\/Ei|az .
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