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Avant Propos

Les controles continus revétent une importance significative dans
tout systéme éducatif. C’est un outil incontournable pour
permettre aux éléves de développer leurs compétences tout au
long de 1I'année scolaire, et d’avoir une vision plus compléte de
leurs connaissances et de leurs capacités pour préparer
efficacement les examens finaux

Ce manuel de controles continus en mathématiques est destiné
aux éléves de la terminale, série Mathématiques. Les sujets
proposés comportent plusieurs types d’exercices de difficultés
graduées : exercices d’application directe ; lecture graphique ;
problémes de la vie quotidienne ; exercices type Bac...

Ces sujets sont congus pour évaluer de maniére réguliere et
approfondie les connaissances et les compétences des éléves. Ils
permettent aux éléves : une Auto-évaluation en temps réel ; une
progression guidée dans le programme ; une bonne planification
du travail ; une gestion rationnelle du temps pendant chaque
trimestre ; et un entrainement efficace pour une meilleure
préparation du Bac.

Nous, Association AMIMATHS, espérons que la publication de
ce manuel sera une contribution précieuse a I'amélioration des
niveaux d'éléves en mathématiques.
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PREMIER TRIMESTRE
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Sujet 1

Exercice 1 (4 points)

En utilisant la méthode du pivot de Gauss, résoudre le systéme
suivant :
2x+y—-z+2t=1
S5x+y—-z+3t=2
—x+2y+3z=5
3x—-y+2z=0

Exercice 2 (4 points)

On considére le systéme linéaire S, ou a est un parameétre réel :

xty-z=1
X+y+az=a
x+ay-z=1

1) Pour a=4, résoudre le systéme en utilisant la méthode de Cramer.

2) Résoudre le systéme S, pour a=1.
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3) Discuter, suivant les valeurs du parametre réel a, I’ensemble des

solutions du systéme linéaire S, .

Exercice 3 (5 points)

Déterminer un nombre naturel a 3 chiffres tel que:

- la somme des chiffres qui le constituent est égale a 22.

- si on intervertit les chiffres des centaines et des dizaines, le nombre
augmente de 270.

- si on intervertit les chiffres des dizaines et des unités, le nombre diminue

de 18.

Exercice 4 (5 points)

-2 2 1
Soit la matrice A=[3 5§ -3
5 10 -6

1) Déterminer la matrice M telle que A =M -1,.

2) Vérifier que M’ est la matrice nulle. En déduire A”.
3) Déduire A™

-2x-2y+z=-7
4) Résoudre le systéme 3x+5y-3z=14
5x+10y -6z =26

Présentation et rédaction : 2 points.
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Sujet 2

Exercice 1 (3 points)

3 2 -1
Soit 1a matrice A=|{-3 -4 3
-5 -10 7

1) Déterminer la matrice M telle que A =M +2I,.

2) Vérifier que M’ est la matrice nulle. En déduire A’.
3) Déduire A™

3x+2y-z=1
4) Résoudre le systéme 3x-4y +3z=17
-5x-10y +7z =21

Exercice 2 (3 points)

Un commercant se rend a la banque et retire au guichet la somme de
10000 MRU. Le caissier lui remet exactement 23 billets dont des
billets de 1000, des billets de 500 et des billets de 100 Ouguiya.

A la sortie de la banque il se rend dans un magasin et aprés son

passage en caisse il lui reste le quart du nombre de billets de 500 et
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le cinquiéme du nombre de billets de 100, toujours le méme nombre

de billets de 1000. La somme restante est de 6200 MRU.

Combien avait-il de billets de chaque type a la sortie de la banque ?

Exercice 3 (4 points)

On considére le polynome P, défini sur C, par:
P(z) =17’ —(5+5i)z’ +(2+22i)z + 8- 24i

1.a) Calculer P(2).

b) Déterminer les nombres complexes a et b tels que pour tout z de

C: P@z)=(z-2)(z" +az+b)

¢) Résoudre I'équation P(z)=0.

2) Le plan complexe est rapporté au repére orthonormal direct

(0,u,v). Soient les points A, B et C images des solutions de

I’équation P(z)=0 avecIm(z,)<Im(z,)<Im(z.).

a) Placer les points A ,B ,C et G et montrer que les points O,A,B,C

sont cocycliques.

b) Calculer DPaffixe du point G barycentre du systeme

{(A52),(B3-3),(C;9)}

¢) Donner I’expression complexe de la similitude directe s de centre

A qui transforme B en C.
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d) Calculer I’affixe du point D image de C par la similitude directe

S.

z—3—-i
3) On pose Z=—4.. Déterminer et construire 1'ensemble des
z—4i

points M d'affixe z dans les cas suivants :
a) argZ= 2 [n]
2
b) [Z|=1
¢) [Z|=2
d) 2argZ=2(AC;AB) [21].

Exercice 4 (8 points)

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (O;ﬁ, V) .

1) Pour tout nombre complexe Z , on pose : :

P(z)=2"—diz’ +(-2+4i)z+8—-4i.
a) Calculer P(2i).

b) Déterminer les nombres aet btels que pour tout zde C :
P(z) =(z-2i)(z*+az+Db)

¢) Soient les points A, B et C images des solutions de I’équation P(z)=10
avecIm(z, ) < Im(z;) < Im(z.) . Calculer I’affixe du point G barycentre du

systéme{(A;2),(B;-2),(C;2)} et placer les points A ,B ,C et G.
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2) Pour tout réel k différent de 4, on définit I’application f, du plan P dans
lui-méme qui a tout point M du plan associe le point M' tel que :

MM ' = 2MA - 2MB + (5- k)MC .
a) Exprimer z’ I’affixe de M’ en fonction de z I’affixe de M.
b) Pour quelles valeurs de k, ’application f est une translation?
Déterminer alors son vecteur.
¢) On suppose que k € R\{4;5} . Montrer que f, admet un unique point
invariantQ, . Reconnaitre alors f_ et donner ses éléments caractéristiques
en fonction de k.
d) Déterminer et construire le lieu géométrique des points Q, lorsque k

décrit R \{4;5}.

. z—1+i
3) Pour tout nombre complexe z tel que z # 2i on pose : f(z) = Ty
z—2i

Déterminer et représenter dans le méme repére les ensembles I", des
points M du plan d’affixe z dans chacun des cas suivants :

a) I', tel que |f(z)| =1.

b) T', tel que f(z) soit imaginaire pur non nul.

¢) I'; tel que f(z)soit réel.

d) I', tel que |f(z)—1|=\/ﬁ.

Présentation et rédaction : 2 points
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Sujet 3

Exercice 1 (3 points)

On considére les matrices

-1 0 0 -1 00 1 0 0 1 00
A=-8 0 -8|,B=[{0 0 0|,P={0 1 1| et Q=111
9 0 8 0 0 8 -1 0 1 1 01

1) Calculer PxQ et QxP puis en déduire que les matrices P et Q

sont inverses I’une de I’autre.

2) Vérifier que Qx A x P =B et montrer par récurrence que Vne N

D" 0 0
ona B"=[ 0 0 0
0 0 8"

3) Justifier que Vne N*,on a A" =PxB"xQ et en déduire

I’expression de A" en fonction de n.

Exercice 2 (3 points)

On muni le plan complexe d’un repére orthonormal direct (O,u,V)

. Soit f 1'application qui associe au point M d’affixe z le point M’

1
d’affixe z’ telle que : z'= (E+ ai)z+2a+i, aecC.
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Reconnaitre 1'application f et la caractériser pour chacune des

valeurs suivantes du nombre complexe a :

a=i

ii) a= 73
iii)a= —%i
iV).a=%

Exercice 3 (4 points)

1) Résoudre dans C I’équation z***® =—1. Donner les solutions sous

forme exponentielle.

T

. T 2, .4 2024
2) Soit z=e** . 0Onpose S=1+z"+z2"+..+z2" .

a) Vérifier que z*"° = —z . En déduire que S = : 1 .
-z
b) Ecrire S sous forme algébrique.
¢) En déduire que: cos 2m + cos An + ...+ cos 2024m = _—1
2025 2025 2025 2
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Exercice 4 (8 points)

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (0O;u,v) .
1) On pose: P(z)=z'—-(5+6i)z2+(-2+22i)z+14—12i ou zest un
nombre complexe.

a) Calculer P(3+i).

b) Déterminer les nombres aet btels que pour tout zde C :

P(z)=(z—3-i)(z*+az+Db).

¢) Résoudre, dans I’ensemble des nombres complexes, I’équation

P(z)=0.

2) Soient les points A , B et C d’affixes respectives z, =1+i,z, =1+4i

et z.=3+i.

z—1-4i
On pose Z=T. Déterminer et construire l'ensemble des
z—1-i

points M d'affixe z dans les cas suivants :
a) argZ= 2 [n]
2
b) |Z|=1
¢) |Z|=2

d) 2argZ=2(CA;CB) [2n].
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3) Soit f la similitude directe de centre A qui transforme C en B.

a) Donner I’expression complexe f.

b) Déterminer le rapport et un angle de f.

4) Dans la suite de I’exercice on considére les points M tels que
M, (1;2) et pour tout entier ne N on pose M _,, =f(M, ). On note

z, ’affixe du point M .
. 2 3i n+l
a) Montrer que pour tout ne N ona: zn=1+1+§ S5 -

b) Démontrer que tous les points M sont situés sur I’'une ou I’autre

de deux droites que I’on précisera.

Présentation : 2 points
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Sujet 4

Exercice 1 (4 points)

-2 2 -1
1) On considére les matrices: A=| 2 -3 -2|et
-2 1 -1
5 1 -7
B=|6 0 -6
-4 -2 2

a) Calculer le produit AxB.
b) Calculer le déterminant de A. En déduire que A est inversible

puis déterminer A~ en utilisant B .

—2x+2y—-z2=6
2) On considére le systeme : < 2x—3y—-2z=-6
-2x+y-z=0
X 6
a) Vérifier que ce systéme est équivalenta : Ax|y [=| -6
z 0
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b) Trouver alors la solution de ce systéme en utilisant A~ .

Su+6v+2t=6
¢) Résoudre, sans nouveaux calculs le systéme : {—8u—-9v+4t=-6.
Su+3v+2t=0

Exercice 2 (4 points)

1) Trouvez, suivant les valeurs de l'entier naturel n, le reste

de la division euclidienne de 3" par 5.

2) Trouvez le reste de la division euclidienne de 20232024

par S.

3) Pour tout entier naturel n, on note

A, = 202374+ 2023
a) Montrer que A est divisible par S.

b) Le nombre A  est-il divisible par 30 ? Justifier.

Exercice 3 (6 points)

Dans le plan complexe P muni d'un repére orthonormé direct
(O,u ,v ) on considére les points A(—3+ 2i) ,B(2+ 2i) , et M un

point variable d’affixe z.
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On désigne par S, la similitude directe qui, au point M, associe le
point M, d'affixe z, = (1 + i)z +2+3i,

et par S, la similitude directe qui, au point M associe le point M,
d’affixe z, = (1—-i)z—2+2i.

1.a) Donner les éléments caractéristiques de chacune des deux
similitudes directes S, et S,.

b) Montrer queS, oS, est une homothétie dont on précisera le

rapport et le centre J.

¢) Montrer que I'application f qui transforme M, en M, est une
rotation, dont on précisera le centre Q et I'angle.

2) Soit I le milieu de |:M1M2:| On désigne par t ’application définie
par: t(M) =1.

a) Montrer que test une translation dont on précisera le vecteur.

b) Montrer que si M, est distinct de O, alors les droites (QI) et

2(z+1—2ij
zZ, 2

3.a) Montrer que pour M # A : L4 -
-2, z+3-2i

(Mle) sont perpendiculaires.

b) En déduire I'ensemble des points M tels que les points M, M, et

M, soient alignés.
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Exercice 4 (6 points)

Soit f I'application de E=C\{-i} dans F= C\{i} qui 2 tout z associe

f(z) = —=.
Z+1

1) Montrer que l'application f est une bijection, donner sa bijection

réciproque; puis vérifier que : VzeF, f'(z)=-f(-z)

2) Démontrer que, si f(z)=¢® avec 0 = §+ kn, keZ,

1 T 0) .
alors z=—| tan| —+— |—1i
2[ (4 2) j

3.a) Donner la forme exponentielle des solutions de m’équation Z° =1

b) Déduire de ce qui précéde les solutions de 1'équation :

(iz)° =32(1 +iV3)(z +i)° .

Exercice 5 (5 points)

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (O;u,v) .

1) Pour tout nombre complexe z, on pose :
P(z) =7’ - 7iz*— (16 + 2i)z— 6 +12i
a) Calculer P(3i) et déterminer les nombres a et b tels que pour tout

zde C :
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P(z)=(z-3i)(z*+az+Db)
b) Résoudre, dans I’ensemble des nombres complexes, I’équation
E): P@)=0.
2.a) Placer les points A, B et C images des solutions de I’équation
P(z)=0 avec|zA| < |ZB| < |ZC| .

b) Donner ’expression complexe de la similitude directe f de centre

B qui transforme A en C.

¢) Déterminer le rapport de f.

d) Soit 6 un angle de f. Montrer que cos0 = -1 et sin0 = i

J5 J5

3) On considére le point M (1,4), et pour tout entier naturel ne N
onpose M ., =f(M,).Soit z P’affixe du point M .

a) Soit M, =f(M,). Vérifier, en utilisant ’expression de f, que

I’affixe de M, est z, =£+Ei .
5 5§
co(-1+2i)
b) Montrer que pour tout ne N ona: z =3i+ 1+1i).

¢) Pour tout ne N, onpose S, =M M, +M M, +..+M,_M,.

Exprimer S en fonction de n et calculer lim S, .

n—>-+w©
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Sujet 5

Exercice 1 (3 points)

On muni le plan complexe d’un repére orthonormal direct (O,u,V)
. Soit f, 1'application qui associe au point M d’affixe z le point M’

d’affixe z’ telle que :
z'=(l+ai)z+§—33i, aeC
2 2

1)Reconnaitre 1'application f, et la caractériser pour chacune des

valeurs suivantes du nombre complexe a :

a=2i
.. 3
1n)a=—
) 2
1
m)ja=——
) 2

2) Dans cette question on donne a = 73 et on note f A= f,
2

f2 =fof,f""' =fof" pour tout ne N".

a) Donner I’expression complexe de f*,f*.

b) Caractériser f*” et donner son expression.
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Exercice 2 (4 points)

-5 1 0 2 3
. . 2 1 1 4 15
On considére les matrices : A = , B=
1 -2 3 -1 -9
1 -1 -2 0 1
=27 12 -6 -3
-25 0 -50 -75
M =
-1 6 22 -39
20 30 10 30
1) Calculer le produitMB .
A 0 0 O
e s s 0 A 0 0
2) Sachant que AM =Al, , c'est-a-dire que AmM = 0 0 A o 5
0 0 0 A
calculer la valeur du nombre réel A .
3) En déduire la matrice inverse de A.
4) Résoudre le systeme suivant :
—Sx+y+2t=3
2x+y+z+4t=15
Xx—2y+3z-t=-9
x—-y—-2z=1
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Exercice 3 (4 points)

Soit x et y des entiers relatifs. On pose f(x,y)=2x-3y

1.a) Calculer £(5,3).

b) En déduire les solutions dans z*de I’équation 2x-3y=1.
2) Pour tout entier naturel n on pose X, =f(5",3").

Trouver, suivant les valeurs de n, le reste de la division euclidienne

de X, par7.

Exercice 4 (7 points)

Le plan complexe est muni d’un repere orthonormé (O;fl, ;') :

1. Pour tout nombre complexe z, on pose :
P(z)=12’ —(4-2i)z>+(4—-6i)z— 4+ 8i.
a) Calculer P(-2i)et déterminer les nombres aet btels que pour
tout zde C :
P(z) = (z+2i)(z*+az+b)

b) Résoudre, dans I’ensemble des nombres complexes, I’équation

P(z)=0.
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2. Soient A, B et C les images des solutions de I’équation P(z) =0
avec|zA| <|zB| <|ZC|.

a) Placer les points A, B et C.

b) Calculer Daffixe du point G barycentre du systeme
{(O;3),(A;-4),(B;1),(C;2)} . Vérifier queAest le barycentre du
systeme {(0;5),(B;-5),(G;2)} .
¢) Donner I’expression complexe de la similitude directe s de centre

B qui transforme C en A.

d) Calculer I’affixe du point D image de A par la similitude directe

S.

z—1-i
z+2i

3) On pose Z= . Déterminer et construire l'ensemble des

points M d'affixe z dans les cas suivants :
a) Z est réel
b) |Z|=1

¢) |Z|=3
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Sujet 6

Exercice 1 (3 points)

On considére le systeme linéaireS, ou a est un parameétre réel :

X-y-z=-2
x-y+(a-1)z=3(a-1)
x-(a-1)y-z=-2

1) Résoudre le systeme S, (pour a=5).

2) Discuter, suivant les valeurs du paramétre réel a, I’ensemble des

solutions du systéme linéaire S, .

Exercice 2 (3 points)

1) Soit m un entier relatif.

a)Déterminer les valeurs de m tels que m+ 2 divise 5.

3m+1
b) Déterminer les valeurs de m tels que le nombre m soit un

m+2

entier relatif.
2) Soit n un entier naturel.
a)Trouvez, suivant les valeurs de n, le reste de la division

euclidienne de 2" par 5.
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b) En déduire le reste de la division euclidienne de  2022*"** par
5.

3) Soit X = 2022°"*'+ 2023’ ou n est un entier naturel.
a) Montrez que pour tout entier naturel n, X est divisible par 5.
b) Montrez que pour tout entier naturel n, X est divisible par 15.

¢) Montrez que pour tout entier naturel n, X est divisible par 809.

Exercice 3 (4 points)

Dans I’ensemble des nombres complexes, on considére 1'équation :

E 2’ - 2izcosa -1 =0 ou o est un paramétre réel.

a

On note z, et.ae [0,;} si Re(z,)>0avec E_Iles solutions de z,

1) Résoudre l'équation E_, et donner les solutions sous formes
algébrique et exponentielle.

2) On muni le plan complexe d’un repére orthonormal direct

(O,u,v) eton note M, et M, les points d'affixes respectives z, et z,

. Soit Q le milieu du segment [M,M, ].

a) Montrer que lorsque o décrit R, les points M, et M, sont situés

sur un cercle que ’on déterminera.
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b) Montrer que si M, # M, , la droite (M,M,) a une direction fixe
que ’on précisera.

¢) Déterminer le lieu géométrique de Q lorsque o décrit R.
d) Pour une valeur donnée de o dans }0,;[, donner une

construction des points M, ,M, et Q.

3.a) Résoudre I'équation z* = e® ou 0 est un paramétre réel. .

b) En déduire I’écriture exponentielle des solutions de 1'équation :

z*" —2iz" cosa—1=0 ou n € IN* donné.

Exercice 4 (5 points)

1) Pour tout nombre complexe z, on pose :
P(z)=z' —(3+4i)z2+ (-5+12i)z +15.

a) Calculer P(3) et déterminer les nombres aet b tels que pour tout
zde C : P(z)=(z—3)(z*+az+Dh)

b) Résoudre, dans I’ensemble des nombres complexes, I’équation

P(z)=0.
On note z,, , z, et z, ces solutions avec .Re(z,) > Re(z,) > Re(z,)

2) On muni le plan complexe d’un repére orthonormal direct

(O,u,Vv) et on note A et B les points d'affixes respectives z, et. z
p P 1 2
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Soit QO le milieu du segment [AB] . Soit f I'application qui associe au

2iz+5
z-2i

point M d’affixe z le point M’ d’affixe z’ telle que z'= . On

note. f{(M)=M"

a) Déterminer 1'ensemble des points invariants par f.

b) Montrer que les points A,B,M,M’ sont cocycliques ou alignés.
3.a) Montrer que (z'-2i)(z—-2i)=1. En déduire que
OMxOM'=1.

b) Montrer que (i,QM)+(i,QM')=0 [2r]. En déduire une

construction géométrique (justifi¢e) du point M’ a partir d’une

position donnée du point M non situé sur la droite (AB).

4.a) Déterminer le lieu géométrique I', du point M’ lorsque M décrit
le cercle de centre Q) et de rayon 1.

b) Déterminer le lieu géométrique I', du point M lorsque M’ décrit
I’axe des ordonnées privé de Q.

¢) Que peut on dire des ensembles I' et I", ?

d) Déterminer le lieu géométrique I', du point M lorsque M’ décrit

le cercle de centre O et de rayon 2.
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Exercice 5 (5 points)

On muni le plan complexe d’un repére orthonormal direct (O,i,v).

Soit f, 1'application qui associe au point M d’affixe z le point M’
d’affixe z’ telle que : z'= (%+ai)z+1—2ai, aeC

1) Reconnaitre 1'application f et la caractériser pour chacune des

valeurs suivantes du nombre complexe a :

a)a=—%i b)a=§i c)a=73 d)a=%

2) Dans la suite de I’exercice on suppose que ac R et on note
9=arg(§+ ai). Soit les points M, (3;0) et Q(2;0). Pour tout entier

naturel neN on pose M, =f (M,). On note z, D’affixe du point
M,.

a) Calculer et écrire sous forme algébrique : z, et z, en fonction de

a.

b) Montrer que pour tout neN ona: z =2+ ! e™ .
2cos6

c) Pour tout neN on pose : V, =z, —2|. Pour quelles valeurs de 6 ;

la suite (V,) est elle convergente ?

d) Calculer en fonctionden : d, = HMan

et S, = zn:dk .
k=0
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Sujet 7

Exercice 1 (3 points)

1) On considére dans Z2 ’équation (E) : 6x + 11y = 2013.

a) Montrer que pour tout couple (x, y) solution de (E), x est un
multiple de 11 et y un multiple de 3.

b) Vérifier que le couple (0,183) est une solution particuliére de (E).
¢) Résoudre (E).

2) On désigne par dle PGCD de x ety ou (x,Y) est une solution de
(E).

a) Quelles sont les valeurs possibles de d ?

b) Déterminer, s’ils existent, les couples (p, q) d’entiers naturels

tels que 6m + 11d = 2013, ou d désigne le pged de p et q, et m leur
ppem.

Exercice 2 (4 points)

Dans le plan orienté on considére un parallélogramme direct ABCD.
Soient ADM ; BAP et ACN des triangles directs rectangles isocéles
respectivement en A ; B et C. Les affixes des points A ; B et C sont
notées respectivement a ; b et c.

1.a) Placer les données sur une figure.

b) Exprimer en fonction de a, b et c les affixes respectives d, p ,n et

m des points D, P, N et M.
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2.a) Montrer que p—c=i(m—b). En déduire que PC=MB et
(PC)L(MB).

b) Montrer que BN = MC et (BN)L(MC).

¢) Montrer que les droites (AM), (BN) et (CP) sont concourantes.

3) Soient K et L les milieux respectifs des segments [AN] et [AP]. On

note k et | leurs affixes respectives.
a) Montrer que m—k =—i(b—-k) et m—-1=i(c-1).
b) Déterminer la nature de chacun des triangles BKM et MLC.

Exercice 3 (6 points)

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (O;l_i, ;) x

1) Pour tout nombre complexe z, on pose :
P(z) =z’ —(2+6i)z>—11z -8+ 6i

a) Calculer P(2i) et déterminer les nombres a et b tels que pour tout
zde C : P(z) = (z—2i)(z>+az+Db)

b) Résoudre, dans I’ensemble des nombres complexes, I’équation
(E): P(z)=0.

¢) En déduire les solutions de ID’équation (E’):
2°—(2+6i)z* —112° —8+6i=0 dans C.

2) Soient A, B et C les images des solutions de I’équation P(z)=0

aveelz, | <|z,| <[z |.
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a) Placer les points A, B et C.
b) Donner ’expression complexe de la similitude directe f de centre
A qui transforme C en B.

¢) Déterminer le rapport de f.

3 1
d) Soit 0 un angle de f. Montrer que cos® = — et sin0=—.
J10 J10
3) On considere le point M (3,4), et pour tout entier naturel ne N
on pose M . =f(M,).Soit z  P’affixe du point M .

a) Soit M, =f(M,). Vérifier, en utilisant I’expression de f, que

Paffixe de M, est 2i.
3+i) ,
b) Montrer que pour tout ne N ona: z =-1+ (Tj (4+4i).

¢) Pour tout ne N, onpose S, =M M,+M M, +..+M,_M,.

Exprimer S en fonction de n et calculer lim S, .

n—>+o0

Exercice 4 (7 points)

Le plan complexe est rapporté au repére orthonormal direct (O,i,v)

On désigne par A et B les points d'affixes respectives —i et 1.

A tout point M du plan, distinct de A, d'affixe z, on associe le point

M' d'affixe z' défini par : z'=f(z) = —.
z+1

1) Déterminer l'ensemble des points M d'affixe z dans les cas

suivants :
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a) [f(z)|=1

b) [f(z)-1=1

¢) f(z) estimaginaire pur
d) argf(z) =§ [r].

2) Dans cette question on suppose que M décrit le cercleI'de centre
A(0,-1)etderayonrour>0.
a) Montrer que (z+i)(z'-1)=—i, en déduire le lieu géométrique I"'

du point M'. Construire I" et I"' dans le cas ou r=1.

b) Montrer que (ﬁ,AM)+(ﬁ,BM')=—g [2x].

¢) Dans le cas ou r=1; a partir d'une position donnée de M sur I;

distinct de O, donner une construction de M'. Justifier.

3) Soit o un réel tel que oc;t—g [2r]. Montrer que

oy= X 1 fitan[ 2T
f(e )—2(1+1tan(2 4))

. -1
4.a) Montrer que si f(z) = e, alors z= T(cot (g)+ ij .
b) En déduire une écriture algébrique des solutions de I’équation :

7 = %(—\/5 —i)z+i) .
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Sujet 8

Exercice 1 (3 points)

En utilisant la méthode du pivot de Gauss, résoudre le systéme
suivant :

2x+y-z-3t=—4
X—2y+z+2t=2
3x+2z-t=-2
x—y+3t=8

Exercice 2 (4 points)

Pour tout entier naturel supérieur ou égal as, on considére les
nombres a, =n’-n*-12n et b, =2n’-7n—-4.

1) Montrer, aprés factorisation, que a_ et b, sont des entiers naturels
divisibles par n-4.

2) On pose a=2n+1 et B=n+3.0n note d le PGCD de o et B.

a) Etablir une relation entre o et § indépendante de n.

b) Démontrer que d est un diviseur de 5.
¢) Démontrer que les nombres o et Bsont multiples de 5si et

seulement si n-2 est un multiple de 5

3) Montrer que 2n+1 et n sont premiers entre eux.
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4-a) Déterminer, suivant les valeurs de n et en fonction de n, le

PGCD de a, et b, .

b) Vérifier les résultats obtenus dans les cas particuliers n=11et n=7

¢) Résoudre dans Z* I’équation 1078x+161y = 35.

Exercice 3 (4 points)

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (O;u,v) .
1.a) Calculer (3-4i)’.

b) Résoudre, dans I’ensemble des nombres complexes, I’équation
22— (9+4i)z+18+12i =0.
2) On pose: P(z)=z'—(11+6i)z>+(28+38i)z—12-60i ou zest un
nombre complexe.
a) Calculer P(2+2i) et déterminer les nombres aet btels que pour
tout zde C :

P(z) = (z—2-2i)(z*+az+b).
b) Résoudre, dans I’ensemble des nombres complexes, I’équation

P(z)=0.

2) Soient les points A, B et C images des solutions de I’équation

P(z)=0 aveclIm(z,)<Im(z,)<Im(z.).
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a) Calculer DPaffixe du point G barycentre du systeme

{(A52),(B;-3),(C;3)} et placer les points A ,B ,C et G.

¢) Donner I’expression complexe de la similitude directe de centre A

qui transforme B en C.

Exercice 4 (4 points)

2 . 0 ) o200 _
Soit ee}o,g[ et E(e)l’équation:Z —2ize” —4(1-i)e _0.

1.a) RésoudreE(6), on notez' etz les solutions telles que|z'|>|z"|.
b) Mettre sous forme exponentielle le nombrez'.

2) Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé(0;u, v).
On considére les ponts A,B,C d’affixes respectives 2¢°,-2(1-i)e” et
2ie®.

a) Déterminer le lieu géométrique r du point A lorsque 6 décrit

M

b) Montrer que OACB est un parallélogramme.

¢) A partir d’une position donnée de A surr, placer les points B et

C. Justifier la construction.

3) On considére I’équation E'(8) : (v2z-1)" = (-2+2i)e®z’.
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a) Déterminer les racines cubiques du nombre complexe

V= (-2+2i)e".

b) Soit x e ]0,%[ . On pose V221 =2¢e™.

z
2
Montrer que z= %(1 +icot§] .

En déduire les solutions de I’équationE'(6).

Exercice 5 (5 points)

Dans le plan orienté, on considére les points O et A fixés et distincts,
le cercle C de diamétre [OA], un point M variable appartenant au
cercle C, et distinct des points O et A, ainsi que les carrés de sens
direct MAPN et MKLO.

La figure est représentée ci-aprés.

Le but de I’exercice est de mettre en évidence quelques éléments
invariants de la figure et démontrer que le point N appartient a un

cercle a déterminer.

On munit le plan complexe d’un repére orthonormal direct de sorte
que les affixes des points O et A soient respectivement 0 et 1. On

note k, 1 ,m, n et p les affixes respectives des points K, L., M, N et P.
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N | =

2) Ecrire en fonction de m chacun des nombres complexes k,I,n et p.
3. a) Démontrer que le milieu Q du segment [PL] est un point
indépendant de la position du point M sur le cercle C .

b) Démontrer que le point QQ appartient au cercle C et préciser sa
position sur ce cercle.

4. a) Calculer la distance KN et démontrer que cette distance est
constante.

b) Quelle est la nature du triangle QNK ?

5) Démontrer que le point N appartient a un cercle fixe,

indépendant du point M, dont on déterminera le centre et le rayon.
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Sujet 9

Exercice 1 (4 points)

1.a) Donner la décomposition, en facteurs premiers, de2023.
b) Déterminer le nombre de diviseurs positifs de 2023 et donner leur

liste.

2) On considére ’équation (E) : 21x—13y =1 d’inconnues(x,y)
entiers relatifs.

a) Déterminer D’entier p tel que (p,p + 3) soit une solution de(E) .
b) Résoudre I’équation (E) dans Z’.

A=17[21]
3) Soit A un entier relatif qui vérifie le systéme(S) :

A =8[13]
a) Justifier qu’il existe x,y deZ tels que A = 21x+7 =13y + 8 ol (X,y) est
solution de(E)

b) Montrer que A est solution du systéme(S) si et seulement si

A=112[273].

¢) Déterminer I’entier naturel B solution de(S) qui s’écrit37a7 en

base8ou0<a<7 ,puis précisera .
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Exercice 2 (4 points)

x’ —2mx’* +(m—-3)x—2+6m

> est un
X" —3x+2

On pose f (x)=

parametre réel.

Soit C_ la courbe représentative de f, dans le plan rapporté a
un repeére orthonormal direct (0,i,v) .

1) Déterminer le domaine de définition de f, et montrer que
toutes les courbes C_  passent par un point fixe que I’on
déterminera.

2) Discuter suivant les valeurs du parametre m les limites
limf(x) et limf(x).

3) Pour quelles valeurs de m, la fonction f ~ admet un
prolongement par continuité au point x,=1? Préciser ce

prolongement.

Exercice 3 (5 points)

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal direct
(O34, V).

Soit S la transformation du plan qui, a tout M d’affixe z,
associe le point M’ d’affixe 7' telle que : z'=5iz+6i+4.

Partie A

1. Déterminer la nature et les éléments caractéristique de la
transformation S§.

2. On note x et x', y et y' les parties réelles et imaginaires
respectives de 7 et 7’.
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Démontrer que : {x' =—Sy+4 .
y'=5x+6
Partie B
Dans cette partie, on se place dans le cas ou les coordonnées x
et y du point M sont des entiers relatifs tels que -3 <x<5 et
-3<y<Ss.
On note E ’ensemble de ces points M.
1. a. Déterminer I’ensemble des couples d’entiers relatifs (a ;
b) tels que 4a+3b=5.
b. En déduire I’ensemble des points M de E de coordonnées (x
5 p) tels que -3x'+4y'=37.
2. Soit M un point de I’ensemble E et M’ son image par la
transformation S.
a. Démontrer que x’ + y' est un multiple de 5.
b. Démontrer que x’' —y' et x’ + y' sont congrus modulo 2.
En déduire que si x”-y" est multiple de 2 alors
x'—y" etx’ +y' le sont également.
c. Déterminer I’ensemble des points M de E tels que :
x"?—y” =20.

Exercice 4 (7 points)

Pour tout entier naturel n on considére la fonction f définie par:

n

f,(x)= ;2; et pour tout entier n> 0: f (x)= X—2 .
1+x+x I+x+x

On pose U, = I:fn(x)dx .
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1.a) Montrer que pour tout entier naturel supérieur a 0, les
courbes C_ passent par deux points fixes que I’on déterminera.

b) Etudier la position relative des courbes C_ et C ,, pour

n>0.
2.a) Justifier I'existence de U, sans le calculer.

b) Montrer que la suite (U,),_ est décroissante et interpréter

nel
graphiquement.

1<US1

< .En
3(n+1) " n+1

¢) Montrer que pour tout n>0 :

déduire lim U, .

n—+w
3) Démontrer, a I'aide d'une intégration par parties, que:
1 1
= +
" 3(m+1) n+1

Pour tout n>0, U I: x"p(x)dx ou:

1+2x

P00 s
4.a) En utilisant les variations de la fonction ¢ sur l'intervalle

[0,1], montrer que pour tout entier naturel n:
1
1+——<3(m+1)U, 31+i.
n+2 n+2
b) En déduire que: lim 3nU_=1.

n—>+0
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Sujet 10

Exercice 1 (4 points)

S5 2 1 1
1 1 2 -1
On considére les matrices: A= , B=
1 3 2
4 -1 0

=27 =25 -1 20
12 0 6 30
-6 -50 22 10
-3 =75 -39 30

1) Calculer le produit MB.

2) Sachant que AM =Al, , c'est-a-dire que AM =

S o <o &

calculer la valeur du nombre réel A.
3) En déduire la matrice inverse de A.

4) Résoudre le systeme suivant :

—Sx+2y+z+t=8

x+y-2z-t=7
y+3z-2t=9
2x+4y—-z=5

(IR ]

[T )

b — I — )
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Exercice 2 (5 points)

On défini la fonction numérique f par

x’—2x*+(m-1)x+2-2m

£(x) =
(x) x> —5x+6

. m est un parametre réel.

Soit C_ la courbe représentative de f dans le plan rapporté a un

repére orthonormal direct (O,u,V) .

1) Montrer que f admet un prolongement par continuité g au point

X, = 2. Déterminer g(x).

2.a) Discuter, suivant les valeurs du parametre m, lin} f(x).
X—>

b) Pour quelles valeurs de m, la fonction f admet un prolongement

par continuité h au point x, =3.
3) Etudier suivant les valeurs de m les asymptotes de la courbe C .

Exercice 3 (4 points)

On considére x et y des entiers relatifs et I’équation (E)
91x+10y =1.

1.a) Justifier ’existence d’une solution a I’équation (E).
b) Déterminer une solution particuliére de (E).

¢) En déduire une solution particuliere de I’équation (E’)

91x+10y =412 puis la résoudre.
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2) Montrer que les nombres entiers A, = 3°" —1, ou n est un entier
naturel non nul, sont divisibles par 8.

3) On considére ’équation (E*’) A, x+ A,y =3296.

a) Déterminer les couples d’entiers relatifs (x, y) solutions de
I’équation (E”’).

b) Montrer que (E’’) admet pour solution un couple unique
d’entiers naturels. Le déterminer.

Exercice 4 (7 points)

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (o;u,v) .
1) On pose : P(z)=1z"—(5+6i)z>+ (=2 +22i)z+14—12i ou z est un nombre
complexe.

a) Calculer P(1+i).

b) Déterminer les nombres aet btels que pour tout zde C :

P(z)=(z—1-i)(z?+az +b).

¢) Résoudre, dans I’ensemble des nombres complexes, I’équation

P(z)=0.

2) Soient les points A , B et C d’affixes respectives z, =1+i,z, =1+4i
et z.=3+i.

a) Placer les points A, B et C sur le repére.
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b) Donner ’expression complexe de la similitude directe f de centre

A qui transforme B en C.

c¢)Déterminer le rapport et un angle de f

d) Donner P’expression complexe de fof et caractériser cette
composée.

3) Dans la suite de I’exercice on considére les points M tels que

M, =B(1;4) et pour tout entier ne N on pose M, =f(M,). On

n

note z_ I’affixe du point M .

a) Calculer z, et reconnaitre M, .

S\ N+l
b) Montrer que pour tout neN ona: z = 1+i—§(%21j .

¢) Démontrer que tous les points M sont situés sur I’une ou I’autre
de deux droites que I’on précisera.

d) Démontrer que le triangle M__ M M _  est rectangle pour tout

n+l1
n>1.En déduire un programme de construction géométrique du

point M ,, a partir de M et M, _, pour tout n>1.

n+1
e) Sans calculer les affixes, placer les points M, M, , M,, M,et M,

sur la figure.

AMIMATHS Controle Continu — Terminale - Mathématiques (BAC C) 44



DEUXIEME TRIMESTRE

AMIMATHS

Controle Continu — Terminale - Mathématiques (BAC C)

45




Sujet 11

EXERCICE 1 (4 POINTS)

Y

L’espace est rapporté a un repére orthonormal (O;i;j;ﬁ). On
considere les points A(2;1;3), B(3;2;1) , C(4;1;4), D(5:;3;-2)et
E(6;-2;—4).

1.a) Calculer AB , AC ,ﬁf . Vérifier que le vecteur DE est normal
au plan (ABC)

b) Déterminer une équation cartésienne du plan (ABC).

¢) Déterminer une représentation paramétrique de la droite (DE) .
d) Déterminer les coordonnées du point F projeté orthogonal de D
sur le plan (ABC). Déterminer un réel k tel que EF = kDF

2.a) Calculer le volume V du tétraedre ABCD . (On rappelle que

V= %Base x Hauteur ).

b) Déterminer les deux ensembles ", et ', des points M de ’espace
définis par :
MeT, < 11IMD’ —ME* =-30
MeT, < MD’-ME’ =-36.

EXERCICE 2 (6 POINTS)

On considere la fonction f définie sur ]-1;1] par

h(x)=-1+ cot(g(x + 1)}

1) Montrer que h réalise une bijection de |-1;1[ sur R.

2) Soit g la réciproque de h. Montrer que g est continue et dérivable sur R
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2

etque VxeR, g'(x .
a g'x) n((x+1)2+1)

3) Pour tout x € R", on pose f(x)= g(x_1)+g(l_1J .
X

a) Montrer que f est dérivable sur R" et calculer (x).

b) En déduire que f est constante sur chacun des intervalles ]0;+oo| et

] —o030].

_1 1 . o) . *
¢) Calculer f (7) et f (5) puis préciser ’expression de f(x) sur R". On
considére la fonction f définie sur ]-1;1[ par : h(x)=-1+ cot (g(x + 1))

1) Montrer que h réalise une bijection de |-1;1[ sur R.

2) Soit g la réciproque de h. Montrer que g est continue et dérivable sur R
-2

etque VxeR, g'(x)=—————.
a =R, ' n((x+1)2+1)

3) Pour tout x € R", on pose f(x)= g(x_1)+g(l_1) .
X

a) Montrer que f est dérivable sur R” et calculer £’ (x).

b) En déduire que f est constante sur chacun des intervalles ]0;+o| et

] — o030 .
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¢) Calculer f (_71) et f (%) puis préciser ’expression de f(x) sur R".

EXERCICE 3 (3 POINTS)

1) Trouvez, suivant les valeurs de l'entier naturel n, le reste de la

division euclidienne de 5" par 7.

2) Trouvez le reste de la division euclidienne de 2014215 par 7.
3) Soit X=20112"*1 +2014°"*

a) Montrez que pour tout entier naturel n, X est divisible par 7.
b) Montrez que pour tout entier naturel n, X est divisible par 25.

¢) X est — il divisible par 175 ? Justifier

EXERCICE 4 (4 POINTS)

Dans le plan orienté, on considére un triangle ABC et trois réels
o,B,y de Pintervalle ]0;n[ tels que a+p+y=m= . On construit a
I’extérieur du triangle ABC trois triangles BPC, CQA et ARB tels
que BPC=a, CQA=p et ARB=y .

1) Construire une figure. Justifier cette construction et montrer que

les cercles I' ,I",,I", circonscrits respectivement aux triangles BPC,

CQA et ARB ont un point commun que I’on notera I.

2) Soit O0,,0,,0, les centres respectifs des cercles T',,T",,T,.
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RN

a) Montrer que (0102;0103)=(HB;E) [*x] b) En déduire que

(0,0,;0,0;)=0a [x].

R

¢) Démontrer que (0,0,;0,0,)=B [n] et

(0,0,;0,0,)=v [n].
3) Application :
On suppose que les triangles BPC, CQA et ARB sont équilatéraux.

Montrer que le triangle O,0,0 , est équilatéral.

EXERCICE 5 (3 POINTS)

Dans I’ensemble des nombres complexes, on considére 1'équation :

E 2z’ —2zsino+1=0 ou o est un réel donné.

o

1) Résoudre l'équation E_, et donner les solutions sous formes

algébrique et trigonométrique.

2) En déduire I’écriture exponentielle des solutions de 1'équation :

2" —2z"sina,+1=0 ou n € IN* donné.
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Sujet 12

EXERCICE 1 (3 POINTS)

1) On considére dans Z* I’équation (E) : 4x + 11y = 2018

a) Montrer que pour tout couple (X, y) solution de (E), y est un
nombre pair.

b) Vérifier que le couple (499,2) est une solution particuliére de (E).
¢) Résoudre (E).

2) On désigne par dle PGCD de x ety ou (X,y) est une solution de (E).

a) Quelles sont les valeurs possibles de d ?

b) Existe — t —il un couple (p, q) d’entiers naturels tels que

4m + 11d = 2018, ou d désigne le pged de p et , et m leur ppcm ?

Justifier.

EXERCICE 2 (4 POINTS)

Soit la fonction f, définie sur R par f, (x)=x’+3(m+1x+1.
n est un parameétre naturel.
Soit C_ la courbe représentative de f, dans le plan rapporté a un

repeére orthonormal direct (O,u,V) .
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1.a) Montrer que toutes les courbes C, passent par un point fixe que
I’on déterminera.

b) Etudier les positions relatives des courbes C et C __,.

2.a) Dresser le tableau de variation de f,.

b) En déduire que I'équation f (x) = 0 admet une solution unique
U,etque U, e ]-1,0[.

3 .a) Prouver que pour tout entier naturel n, 1'équation f (x)=0
posséde une unique solution U et que U, € ]—1,0[

b) Montrer que la suite (U _)est croissante. En déduire qu’elle est

convergente.

EXERCICE 3 (4 POINTS)

Soit f la fonction de variable réelle x définie sur [2,4] par

f(x)=+-x"+6x-8.

I" la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O; 1, j).

1) Calculer lim 10 =F@) iy TO-T@

x—2* x—2 x—>4" x—4

puis interpréter

graphiquement.
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2) Dresser le tableau de variations de f et représenterI’. Montrer

que I est un arc d'un cercle C a préciser.

3) On se propose de calculer, par trois méthodes différentes,
3

Pintégrale I = L V—-x*+6x—8dx.

Méthode a : Donner une interprétation géométrique de 1'intégrale

I= Jj \J—x*+6x—8dx . Donner sa valeur sans calculs de primitives

ou d’intégrales.

Méthode b : i) On pose g(x)=sinx, ——<x< Montrer que g

| a

i
>

T T
réalise une bijection de {_E’E} sur un intervalle que l’on

déterminera et montrer que (g_l ) '(x) = —.
1-x

ii) Calculer la dérivée de la fonction H définie par:
H(x)=(x-3)/-x*+6x—-8+g ' (x-3).
iii) Trouver une primitive de f sur intervalle [2,4] et calculer 1.

Méthode ¢ : En posant x =3+ cost, calculer I et comparer avec les

résultats précédents.
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EXERCICE 4 (4 POINTS)

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (O;u,v) .
1. Pour tout nombre complexe z, on pose :
P(z)=1z"'—(4-2i)z>+(4—6i)z—4+8i.
a) Calculer P(—2i)et déterminer les nombres aet btels que pour
tout zde C :
P(z)=(z+2i)(z*+az+Db)

b) Résoudre, dans I’ensemble des nombres complexes, I’équation
P(z)=0.

2. Soient A, B et C les images des solutions de I’équation P(z) =0
aveelz, | <|z;| <[z

a) Placer les points A, B et C.

b) Calculer I’affixe du point G barycentre du systéme
{(O;3),(A;-4),(B;1),(C;2)}. Vérifier que A est le barycentre du
systéme {(0;5),(B;-5),(G;2)} .

¢) Déterminer et représenter I’ensemble I" des points M d’affixe z

z—1-i

telle que le nombre soit imaginaire pur.

z+2i
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Sujet 13

Exercice 1 (4 points)

Partie A

On considére I’équation (E) : 25x — 108y =1 ou x et y sont des entiers

relatifs.
1. Vérifier que le couple (13, 3) est solution de cette équation.
2. Déterminer 1’ensemble des couples d’entiers relatifs solutions de
I’équation (E).
Partie B

Dans cette partie, a désigne un entier naturel et les nombres ¢ et g sont

des entiers naturels vérifiant la relation 25g — 108¢ =1.

On rappelle le petit théoréme de Fermat :

si p est un nombre premier et a un entier non divisible par p alors a""
est congru a 1 modulo p, ce que ['on note a*' =1[p].

1. Soit x un entier naturel.

Démontrer que si x=a[7] et x=a[19] alors x =a[133].

2. a. On suppose que a n’est pas un multiple de 7.

Démontrer que a° =1[7] puis que a'* =1[7]. En déduire que

(a25 )g Ea[7].
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b. On suppose que a est un multiple de 7. Démontrer que (a25 )g =a[7].
c. On admet que pour tout entier naturel a, (a25 )g =a[19]. Démontrer
que (a25 )g =a[133].

Exercice 2 (4 points)

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormal direct (O; 4, V).

On considére 1’application f'du plan dans lui méme qui, a tout point M

d’affixe z, associe le point M’ d’affixe z’ telle que : z'=2z>.

On note Q le point d’affixe 1.

1. Déterminer ’ensemble I', des points M du plan tels que f(M)=M .

2. Soit A le point d’affixe a=~/2 —iv/2..

a. Exprimer a sous forme exponentielle.

b. En déduire les affixes des deux antécédents de A par f.

3. Déterminer I’ensemble I', des points M d’affixe z tels que 1’affixe z’
du point M’ soit un nombre imaginaire pur.

4. Dans cette question, on souhaite déterminer ’ensemble T, des points

M distincts de Q pour lesquels le triangle QMM est rectangle isocele

directen Q.

a. Montrer que M est un point de T, si et seulement si z° —iz—1+i=0

etz#1.
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b. En déduire I’ensemble T, .

5. Soit M un point d’affixe z différente de 0 et de 1.

a. Exprimer (W, OT\/[') en fonction d’un argument de z.

b. En déduire I’ensemble T, des points M distincts de O et de Q tels

que O, M et M’ soient alignés.

Exercice 3 (4 points)

t2n

1+t dt.

. 1
Pour tout entier naturel n on pose: U, = IO

1) Prouver que 1'écriture précédente définit bien une suite numérique (U, )

dt

2.a) En posant t=tanx calculer U, = J‘;W
+

b) Montrer que: VneIN, U

+U, = .En déduire U, etU,.

n+l

2n+1
2.a) Montrer que la suite (U,) est décroissante et positive. En déduire

qu'elle est convergente.

b) Montrer que: VneIN, 0<U, < .En déduire IimU, .

2n+1 n

3) Soit (V,) la suite définie par: V, =1—%+l—l+ +ﬂ

5 7 7 2n+1’

n+l

Montrer que: VnelN, [U

V, - U,|. En déduire limV, .

n—o0
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4) Pour quelles valeurs de n, V, est une valeur approchée de % ala

précision de 107 ?

Exercice 4 (8 points)

Soit ABCD un quadrilatére convexe direct. On construit quatre carrés de
centres respectifs P,Q,R et S qui s'appuient extérieurement sur les cotés
[AB],[BC,[CD],[DA].

On considére un repére orthonormal direct (O,u,V) dans lequel les
points A,B,C, D, P,Q,R et S ont pour affixes respectives a, b, ¢ , d,
p,q.r et s.

1) Le but de cette question est de démontrer que les segments [QS] et
[PR] sont perpendiculaires et de méme longueur.

a) Faire une figure.

: —ib
b) Démontrer que dans le carré construit sur [AB] on a: p= al l. .
—i

c) Etablir des relations analogues pour q,r et s.

d) Calculer 579 Conclure.
r—p

2) Démontrer que les quadrilatere ABCD et PQRS ont le méme centre de
gravite.
3) Démontrer que si le quadrilatere PQRS est un carré, alors ABCD est

un parallélogramme.
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Sujet 14

Exercice 1 (4 points)

Le plan complexe est muni d’un repere orthonormé (O;u, v) .

1. On pose: P(z)=z'—-(5+3i)z>+(4+12i)z+4—12i ol zest un
nombre complexe.

a) Calculer P(2) et déterminer les nombres a et b tels que pour tout
zde C : P(z)=(z—2)(z*+az+Db).

b) Résoudre, dans I’ensemble des nombres complexes, I’équation
P(z)=0.

2. Soient les points A, B et C images des solutions de I’équation

P(z)=0 avecIm(z,)<Im(z,)<Im(z.).

a) Calculer DPaffixe du point G barycentre du systeme
{(A35),(B;-6),(C;-3)} .

b) Placer les points A ,B ,C et G. Montrer que les points G, A, B et
C sont cocycliques.

c) Déterminer et représenter I’ensemble I" des points M d’affixe z

telle que le nombre

soit imaginaire pur.

7Z—5—1
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3. Pour tout point M du plan on pose (M) = 5MA?-6MB?-3MC?

et I', Iensemble des points M tels que (M) =k, ot K est un réel.
a) Discuter suivant les valeurs de K, la nature deT", .

b) Reconnaitre et construireI_,, .

Exercice 2 (4 points)

Dans le plan, on considére un rectangle ABCD tel que

AB =2AD = 2a. Soit le point G tel que
G =bar{(A,-2),(B,4),(C,3),(D,3)} .

1.a) Montrer que G = bar{(B, 2),(C,5), (D,l)} .

b) Déterminer des réels a ;b et c tels que

G= bar{(Aa a),(C,0),(D, d)} .

¢) On note I le milieu du segment [AB] . Montrer que GC = %ﬁ

et placer G sur la figure.

2) Déterminer ; dans chacun des cas suivants ; ’ensemble des

points M du plan :

2) MeT, < |-2MA +4MB + 3MC+ 3MD) = [4GA + 4GB
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b) MeT, < [2MB+5MC+MD| = [MA + MB]

¢) Mel, < -2MA’+4MB’ +3MC’* + 3MD’ = 6a’

d) Mel, © 2MB?-3MC? + MD? = 2a’

e) Mel, < (-2MA +4MB + 3MC + 3MD)(MA + MB) = 0

Exercice 3 (6 points)

Soit la fonction f définie sur R par f(x)=(2-x)e*. Soit (C) la
courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O;i,_j) .

1. a) Justifier et interpréter graphiquement les limites suivantes :

f
lim f(x)=0, lim f(x)=-o et lim LICI N
X—>—00 X—>+a0 X—>+00 X

b) Dresser le tableau de variation de f .
¢) Donner I’équation de la tangente T a (C) au point A d’abscisse 0.
Vérifier que A est un point d’inflexion de (C) .

d) Tracer la courbe (C).

2) On considére la suite numérique (U,) définie pour tout entier

n

naturel par: U =—.
n!
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2

a) Montrer que pour tout entier naturel n>2 , 0< #ﬂ < 3"

n

n-2
b) Montrer que pour tout entier naturel n=22 , 0< U, < 2(§j .

En déduire lim U, .

n—>+w
. 1 ¢2
3) Pour tout entier naturel n>1 ; on pose I = —'jo (2—-x)"e'dx et
n!

n 2 3 n
S,=>.U, IO S L
T 21 31 n!

a) Justifier que I, = ¢’ -3 .
b) Montrer que pour tout entier naturel n=1, 0<1 < (e’ -1)U, .

En déduire lim I .

n—>+®
¢) En utilisant une intégration par parties, montrer que
In+1 = In - Un+1 *

d) Démontrer par récurrence que pour tout entier n >1, ¢’ =S _+1,

. En déduire que lim S, =e¢’.

n—>+o

Exercice 4 (6 points)

1) On considére la fonction numérique f définie sur [0,+oo|: par :

f(x)=xIn(x+1)—xInx, x>0
£(0)=0 |
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a) Montrer que f est continue a droite de zéro.
b) Etudier la dérivabilité de f a droite de zéro. Donner une
interprétation graphique.

¢) Montrer que lim f(x)=1 . Interpréter graphiquement.
X—>+0

2.a) Vérifier que f''(x) =————— . En déduire le signe de f'(x).
X

(x+1)
b) Dresser le tableau de variation de f.

¢) Construire la courbe de f.

d) Calculer A, I’aire du domaine plan limité par la courbe (C), I’axe

des abscisses et les droites d’équations x=0 et x=1 (On pourra

utiliser une intégration par parties).

3) Pour tout entier naturel n>1 ; on pose:

f (x)=x" ln(1+1), x>0
X

f.(0)=0

1
et A, = jo f (x)dx.

a) Montrer que I’écriture précédente définit bien une suite

numérique (A,).

b) Montrer que pour tout xe[0,1],0na 0<x"'f(x)<x""' oulfestla

fonction définie dans la question 1).

n—>+00

¢) Justifier que 0< A < 1 . En déduire lim A .
n
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1
4) On pose I, = ,[0 x"In(x+1)dx .
a) En utilisant une intégration par parties, calculer
' 1
I, _joxln(x+ )dx.

b) En utilisant une intégration par parties, montrer que

_2mm2 1 _n+11
n+2 (m+2) n+2"

n+1

5) Soit n un entier naturel, n>1. g_ la fonction définie par :
{gn(x) =—x"Inx; x>0

g,(0)=0
a) Montrer que la fonction g_est continue sur [0;1].

b) Soit G la fonction définie sur [0;1] par :

t n+l lll t tn+1
+

C.O=-""7 n+1)

t>0

G,(00=0
Montrer que G, est une primitive de g_ sur [0;1].

¢) En déduire la valeur de J = Iﬂl g, (t)dt en fonction de n. Vérifier

1
ue J, =—.
q 17

6.a2) En utilisant 4.a) et 5.c) retrouver la valeur de A, calculée en 1.d).

b) Calculer A,.

AMIMATHS Controle Continu — Terminale - Mathématiques (BAC C) 63



Sujet 15

Exercice 1 (3 points)

On consideére 1I'équation (E) : 7x—2y =22 , ou x et y sont des entiers
relatifs.

1.a) Vérifier que (4,3) est une solution particuliére de (E).
b) Déterminer I'ensemble des solutions de (E).

2.a)Déterminer I’ensemble A des entiers relatifs n tels que n+2

divise 11.

b) Déterminer I’ensemble B des couples (x,y) solutions de (E) tels

que Y. soit un entier relatif.
X

Exercice 2 (6 points)

Pour tout zde C on pose: P(z)=2z" —(1+ 6i)z’* + (=13 + 6i)z + 9+ 12i
1.a) Calculer P(3i).

b) En déduire les nombres complexes z, ,z, ,z, solutions de
I'équation P(z) =0 tels que Rez, >Rez, > Rez,.

2) Dans le plan complexe rapporté au repére orthonormé direct
(O;E,C); on considére les points A,B et C d'affixes respectives
z, ,Z, ,Z, etle point G barycentre du systeme {(0,4),(A,3),(B,5)}.

Pour tout point M du plan on pose: ¢(M)=4MO’ +3MA’ +5MB’.
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a) Calculer I’affixe du point G.

b) Vérifier que les points O,A,B et C sont cocycliques. Déterminer le

centre et le rayon de leur cercle.

¢) Donner une forme réduite de (M) .

3.a)Trouver trois réels o, ,a, ,a, tels que le point C soit barycentre
du systtme {(O,a,),(A,0,),(B,a,)} .

b) Trouver trois réels 3, ,B, ,B, tels que le point A soit barycentre
du systeme {(O,P,),(B,B,),(C,B,)}.

¢) Déterminer puis construire les ensembles T",,T", et T, des points M
du plan définis par :

MeT, © 4MO’ +3MA’ + 5MB? = 60
M eT, & (4MO - 3MA + 5MB).(4MO + 5MB — 6MC) = 0

MeTl, < MA’-MC* =10.

Exercice 3 (4 points)

1) Soit g la fonction définie sur ’intervalle 10;+ [ par :
g(x)=x"+Inx.

a) Dresser le tableau de variation de g.
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b) Montrer que I’équation g(x)=0 admet dans ]0;+ [ une unique

solutiona. Vérifier que 0,6<a<0,7. En déduire le signe de g(x).

2) Soit f 1a fonction définie sur ’intervalle 0 ;+ | par :
1
fx)=x——1+Inx).
X
a) Montrer que lim f(x) = +o . Interpréter graphiquement.
b) Calculer lim (f(x)—x). Interpréter graphiquement.

¢) Vérifier que f'(x) = &f) et dresser le tableau de variation de f.
X

d) Construire la courbe représentative de f.

3) Soit £, la fonction définie sur ’intervalle 10; + o[ par :

2
f (x)= x—m—(1+lnx— Inm), ou m est un parameétre réel strictement
X

positif.

a)Montrer que la courbe (C,) représentatives de f dans un repére
cartésien est I’image de (C,) par une transformation géométrique
simple h, a préciser.

b) Déduire le tableau de variation de f_, a partir de celui de f.

4.a) Vérifier que pour tout m =1, la courbe (C,) coupe (Ox) en deux

points dont ’un a pour abscisse m. L’abscisse de I’autre point sera

noté a_ .
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b) Calculer, en fonction de m, I’aire A du domaine plan limité par
la courbe (C,), I’axe des abscisses et les droites d’équations x=a_ et
X =m.

Exercice 4 (7 points)

On considére la fonction g(x)=—-In(1-xe™).

1.a) Montrer que pour tout réel x, on a ¢*>x. En déduire que le

domaine de définition de g est R .

b) Montrer que lim g(x)=0. Donner une interprétation graphique.
¢) Montrer que lim g(x)=—o, puis calculer et interpréter

ﬂ)

X

graphiquement lim ==

2.a) Vérifier que g'(x) = et dresser le tableau de variation de g.

b) Tracer T la courbe représentative de g dans un repére orthonormé
(051, ) -

3) On considére la fonction numérique f définie sur R par:

X

() =——-

a) Vérifier que f(x)=e*".

b) Déduire de la question 1): limf(x) ; lim f(x). Donner une

X—>—00

interprétation graphique.
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¢) Dresser le tableau de variation de f et construire sa courbe ' dans

le méme repére orthonormé (0;i, j)

4) Soit A P’aire du domaine plan limité par la courbe 1', I’axe des

abscisses et les droites d’équations x=0 et x=1.

Montrer que ISAS%. On ne cherche pas a calculer la valeur
e_

exacte de A.
1
5) Pour tout entier naturel n, on pose: I, = IO x"edx, pour neN ;
etI, =1

a) Calculer 1,, (On pourra utiliser une intégration par parties).

b) Montrer que pour tout entier naturel n>1 ona, 0<I, < ! I En

n+

déduire lim I, .

n—+wo

6) On pose pour tout entier naturel n: S, =I,+I, +...+1,.

. 1_ —x\n+1
a) Justifier que : S, = j‘oll(x;_)dx .
—Xe

—x\n+1
b) Montrer que : A-S, = j‘ol(fe—)_dx .
—Xe

¢) Montrer que : 0<A-S, < . En déduire que : limS, = A.

n + n—+o0

d) Déterminer un entier naturel n, tel que pour tout n>n,, A soit

une valeur approchée de S, a 10~ prés.
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Sujet 16

Exercice 1 (3 points)

On consideére 1'équation (E) :y sont des entiers , ou x et 5x+ 3y =24

relatifs.
1.a) Justifier que I’équation (E) admet des solutions entiéres et vérifier

que le couple (6,—2) est une solution particuliére de (E).

b) Déterminer 1'ensemble des solutions de (E).
2) Soit (x,y) une solution de (E).
a) Montrer que si y est un diviseur de x, alors y est un diviseur de 24.

b) Soit k un entier relatif. Trouver les valeurs de k telles que le quotient

6+ 3k
2+ 5k

soit un entier relatif.

Exercice 2 (5 points)

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (O;ﬁ, V) .

1) Pour tout nombre complexe z , on pose :
P(z)=27" —(2+6i)z2—11z— 8 + 6i
a) Calculer P(2i).

b) Déterminer les nombres aet btels que pour tout zde C :

P(z)=(z-2i)(z*+az +D)
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¢) Soient les points A, B et C images des solutions de I’équation P(z) =0
avecIm(z, ) < Im(z,;) < Im(z.) . Calculer I’affixe du point G barycentre du
systéme {(A;2),(B;-2),(C;2)} et placer les points A ,B,C et G.
2) Pour tout réel k différent de 4, on définit I’application f, du plan P dans
lui-méme qui a tout point M du plan associe le point M' tel que :

MM ' = 2MA - 2MB + (5- k)MC .
a) Pour quelles valeurs de k, D’application f est une translation?
Déterminer alors son vecteur.
b) On suppose que k € R\{4;5} . Montrer que f, admet un unique point
invariantQ, . Reconnaitre alors f_ et donner ses éléments caractéristiques
en fonction de k.
¢) Déterminer et construire le lieu géométrique des points Q, lorsque k
décrit R \{4;5}.
3) Pour tout point M du plan on pose ¢(M)=2MA?*-2MB?+2MC? et T
I’ensemble des points M tels que (M) = m , oti m est un réel.

a) Discuter suivant les valeurs de m, la nature deT" .

b) Déterminer et construireI’, pour m=36.

Exercice 3 (6 points)

-
Y

Dans I’espace, muni d’un repere orthonormé direct (O; i, j,k) , 0n

considére les points
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A(1;-2;3), B(4;1;0), C(3;0;-2) et D(2;1;-2)

1. a) Calculer les produits scalaires suivants AB- ﬁ, AB-CD et
BC-CD.

b) Justifier que B est le projeté orthogonal de A sur le plan (BCD) .
¢) En déduire le volume du tétraédre ABCD.

2. a) Donner une équation cartésienne du plan (ACD).

b) Calculer la distance du point B par rapport au plan (ACD) et en
déduire ’aire du triangle ACD.

Exercice 4 (7 points)

Pour tout entier naturel n on définit la fonction f sur R par:

nx

e

f (x)= et soit (C ) sa courbe représentative dans un repére

e +1
orthonormé (O;f,j) .

1) Montrer que toutes les courbes (C ) passent par un point fixe a
déterminer.

2) Dresser le tableau de variation de f,.

3.a) Montrer que les courbes (C,) et (C,) sont symétriques par rapport a
. . . 1
la droite d’équation y = 3

b) Déduire le tableau de variation de f,

c¢) Construire (C,) et (C,) dans le méme repére.
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4) On suppose que n est strictement supérieur a 1.

f
a) Montrer que lim f (x)=0 et limf (x)=+c puis calculer lim L™ .
X—>—00 X—>+00 X—>+c0 X
Interpréter.
b) Calculer f et dresser le tableau de variation de f .
1
5) Soit (u,) la suite définie par : u, = IO f (x)dx, neN.
a) Justifier ’existence de (u,) puis calculer u,.
L . e"—-1
b) Vérifier que u,+u, =1 et que pour tout n>1, u,,, +u, = puis

déduire u, et u,.
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Sujet 17

Exercice 1 (3 points)

Soit x et y des entiers relatifs. On pose f(x,y) =3x—4y

1.a) Calculer f(7,5).

b) En déduire les solutions dans z*>de I’équation 3x—4y=1.
2) Pour tout entier naturel n on pose X, =f(7",5").

Trouver, suivant les valeurs de n, le reste de la division euclidienne

de X, par 11.

Exercice 2 (5 points)

Pour tout nombre complexe zon pose :

P(z)=2' +(1-2i)z* +(1-2i)z-2i.

1) Calculer P(2i) est déterminer les solutionsz,, z, et z,de I’équation

P(z)=0 sachant que Imz,>Imz, >Imz,.

2) Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé (O;u,v). On
considére les points A, B et C d’affixes respectivesz,, z,et z,. On pose

z'=1(z)=

Z'

a) Vérifier qu’une équation cartésienne de la droite (BC) est 2x+1=10
b) Démontrer que si M décrit la droite (BC) privée de B et C, alors M’ est
situé sur P’axe des abscisses (On pourra remarquer que

3 . On note M et M' les points d'affixes respectives z et
z°+z+1

2
P +z+1= z+l +2 )
2 4
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3.a) Démontrer que si |Z| =1, alors f(z)= N
1+z+z
r e . 0 —275 211:
b) Vérifier que si z=e avec Ge[—n;n]\ EREYE alors

cosO —isin0
1+2cos0

4.a) Démontrer que si M décrit le cercle d’unité privé de A et C, alors M’

f(z) =

est situé sur la courbeI” d’équation cartésienne x>+ y2 =(2x-— 1)2 dans le

repére (O;;l,;’).
b) Démontrer que I est une hyperbole. Déterminer le centre et les

sommets puis calculer I’excentricité de I' . Construire I' dans le repére

précédent.

Exercice 3 (5 points)

Dans le plan orienté on considére un carré direct ABCD de centre O

et de coté a, (a>0). Soient K et L les milieux respectifs des
segments [CD] et [DA].
1) Faire une figure illustrant les données précédentes.

2) Montrer qu’il existe une unique rotation r qui transforme A en B

et K en L. Préciser le centre et un angle de r.
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3.a) Prouver qu’il existe une unique similitude directe f, qui
transforme Den L et B en O. Déterminer le rapport et un angle de
f,.

b) Soit P le centre de la similitude f,. Vérifier que le point P est
commun aux cercles de diamétres [ABJet [OD] puis le préciser.
Vérifier que P est aussi le point d’intersection des deux droites (BL)
et (AK).

4.a) Soit f, la similitude directe qui transforme BenD et O enL.
Préciser son angle et son rapport.
b) Montrer que le centre de la similitude f, est le point P : méme

centre de f,.

S.a) Soit h=f of,. Montrer que h est une homothétie dont on

précisera le centre est le rapport. En déduire deux réels g et y tels
que P=bar{(B,);(L,y)}.

b) Déterminer deux réels a et Atels que P =bar{(A,a);(K,A)}.
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Exercice 4 (7 points)

1° On considére la fonction f définie sur |—1,+[ par :

f(x):%ln(1+xj;x£0

1-x . On noteT" sa courbe représentative dans

f(x)=1—e"‘;x20
un repére orthonormé (O,i,_j) , d’unité graphique2 cm .

a) Montrer quef est continue, dérivable enOet calculer f '(0) .
b) Dresser le tableau de variation def.
2° a) Etudier les variations de la fonction u définie sur ]—1,+oo[ par :

u(x) =f (x) -X
b) Déduire la position de T" par rapport a la droite(D) ty=x.
TracerT et(D) .

3° a) Montrer quef réalise une bijection de ]—1, +oo[ sur un intervalle
J que ’on précisera.

b) Soitgla fonction réciproque def. Expliciter g(x) pour toutxded.
Tracer la courbe I'' degdans le méme repére.

¢) Calculer en cm’’aire de la partie du plan limitée parT", I''et les
droites x=1 ety=1.

1, 1,1 . 1

2 3x2 5x2° (2n—-1)x 2"

4° On pose pour toutn>1: S =
2n

X

— dx

etR, = _[_01
2

2n 2n
X 4x
> <
1-x 3

1
a) Montrer que pour tout x e [—E,O} ona:x™<
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b) En déduire que pour tout n>10n a :
1 1

—————7SR, <——~——. Calculer alors limR,.
(2n+1)2 3(2n+1)2 nrteo

5° a) Montrer que pour tout x&|-1,0] on a:

2n
_ X
fr(x)=1+x>+x" +...+x™ 2+1 ~.
—X

b) En déduire que (Sn) est convergente et calculer sa limite.

6° Soitn un entier naturel non nul on pose : u, = et

n
tn!
1

I, =Il_;g(x)dx

0

n-1
Vérifier que pour tout n>2 ona: u, = /ﬁ . En déduire
n—1):

1 k
que pour tout n>2ona: Inu, =—Zg( )

7° a) Montrer que pour tout0<k<n-2 ona:

SONECESE

b) En déduire que pour tout n>2ona: Inu, + lln(lj <I,<Inu,
n

n

8° a) Calculer 1, en fonction den.(on remarquera que pour x =1 :
L 1
1-x 1-x

1.1 1
b) En déduire que pour toutneN* :1-—+—In—<Inu,  <1-—.
n n n n

¢) Montrer que la suite(un) est convergente et calculer sa limite.
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Sujet 18

Exercice 1 (3 points)

On considére 1'équation (E) :, ou x et y sont des entiers 11x—7y =25
relatifs.
1.a) Justifier que I’équation (E) admet des solutions entiéres et vérifier

que le couple (8,9) est une solution particuliere de (E).

b) Déterminer I'ensemble des solutions de (E).

2) Soit (x,y) une solution de (E).

a) Montrer que si x est un diviseur de y, alors x est un diviseur de 25.

b) Soit m un entier relatif. Existe-t il des valeurs de m telles que le quotient

20+11m
15+7m

soit un entier relatif ?

Exercice 2 (4 points)

Pour tout nombre complexe zon pose :
P(z)=2’—(25in0 +i)z’ + (1 +2isin0)z—i o O [0;2x[.

1) Calculer P(i) puis déterminer les solutionsz,, z et z,de
I’équation P(z) =0 sachant que z, est imaginaire pur, et Imz, >0
si cos0>0.

2) Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé (O;ﬁ,;) on

considere les points M, M, et M, d’affixes respectives z, z, et z,

AMIMATHS Controle Continu — Terminale - Mathématiques (BAC C) 79



Déterminer, lorsque 0 décrit ’intervalle [0; Zn[ , le lieu géométrique
I' des points M, et M,.

a) Calculer I’aire du triangle M ;M ,M, en fonction de®.

b) Pour quelles valeurs de 0 I’aire A(0) est maximale ? Justifier.

c) Pour quelles valeurs de Ole quadrilattre OM MM, est un

parallélogramme.

3.a) On suppose que 0 = % Placer les points M,, M, et M, sur le

repeére.
b) Déterminer puis construire ’ensemble I'' des points M du plan

tels que : MM - MM’ +MM,’ =1

Exercice 3 (5 points)

Dans le plan orienté, on considére le carré direct ABCD de centre

O etdecoté a (a>0).
I, J, K et L les milieux respectifs des cotés [AB], [BC], [CD] et
[DA].

1.a) Faire une figure illustrant les données précédentes que I’on

complétera au fur et a mesure.
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b) Montrer qu’il existe une unique rotation r qui transforme B en
OetJenL.

¢) Déterminer un angle et le centre de cette rotation.
2) Soit f=roS,.
a) Vérifier que f=S,,0S,, oS, et déterminer f(B) et f(J).
b) Préciser la nature et les éléments caractéristiques de la
transformation f et donner sa forme réduite.
3.a) Montrer qu’il existe une unique similitude directe s, qui
transforme 1 en OetB en C.
b) Déterminer un angle et le rapport de s,.
¢) Déterminer s,(A) que peut-on en déduire a propos du centre de s,
d) Déterminer s, (O)puis construire I’image du carré ABCD par s,.
Justifier la construction.
4) Soit s, la similitude directe qui transforme C en LetD en I.
a) Déterminer un angle et le rapport de s,.
b) Déterminer I’image du triangle OCD par s,. Que peut on
déduire ?
¢) On pose f =s,0s, . Déterminer f(B) et caractériser f.
5.a) Vérifier que O est le barycentre du systéme {(C,1);(L,2);(D,-1)} .
b) Déterminer et construire les ensembles T", et I', des points M du
plan tels que :

MeT, < MC*+2ML* -MD* = a® ,
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M eT, < (ML-MJ +2MK)(MA +2MC-2MK) =0.

¢) Déterminer deux homothéties transformant T, en T,.

Exercice 4(4 points)

Soit f la fonction définie sur R par f(x)= et (C) sa courbe

1+e

représentative dans un repére dans un repere orthonormé.

1.a) Justifier que lim f(x) =1 et lim f(x)=0. Interpréter
graphiquement.

b) Dresser le tableau de variation de f.

2.a) Montrer que f réalise une bijection de R sur un intervalle J que

I’on déterminera. Donner I’expression de sa réciproque f'(x). On

note (C')la courbe de f~' dans le méme repére.

b) Montrer que les courbes (C) et (C') se coupent en un seul point
d’abscisse o telle que 0,4<a<0,5.

3) Pour tout entier ne N*, on pose I, = jﬂaf“(t)dt ou o est le réel trouvé
en 2.b)

a) Justifier que I, =a+In(2a).

b) Vérifier que pour tout réel x : f'(x)=f*(x)-f(x).

n+1 n
n

1 1
¢) Montrer que pour tout neN": I -I = —(a“ _2_“j .
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d) Montrer que la suite (I,) est décroissante et positive. Que peut on

en déduire ?

En

4.a) Montrer que pour tout ne N*

déduire limI,.

X—>+©

—1
b) Montrer que I, =a+In2a)+ zk [(x ——) .En déduire
k=1

Exercice 5 (4 points)

X —-X

e —¢

On considére la fonction f définie sur R par :.f(x) =

Soit (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé
(031,
1.a) Vérifier que f est impaire et que lim f(x)=—c . En déduire

lim f(x).

b) Dresser le tableau de variation de f.
¢) Montrer que I’équation f(x)=x admet dansR trois solutions
dont une o vérifie 2,8 <o <2,9

2.a) Montrer que f réalise une bijection de R sur un intervalle que

I’on déterminera.
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b) Vérifier que pour tout réel x : (f(x))* - (f'(x))’ = —% .En

déduire ’expression de (f™')'(x).

¢) Soit x un réel quelconque. Exprimer I’intégrale

x 3
w0l e

T
3) Soit r la rotation de centre O et d’angle 3 Pour tout point

dt en fonction de (f')(x).

M(x,y) on note r(M)=M" et r(C)=C,

a) Donner I’expression complexe de la rotation r puis écrire les
coordonnées x’,y’ de M’ en fonction de x et y.

b) Montrer que (C,) est la courbe représentative de la fonction h

définie sur R par :
h(x) = In(-3x++/9x* +1).

¢) Montrer que pour tout réel x , h(—x)=f"'(x). On note (C') la
courbe représentative de ™' dans le repére précédent.

4.a) Montrer que les courbes (C) et (C') se coupent en deux
points autres que I’origine.

b) Construire, dans le méme repére les courbes (C) et (C') et

calculer en fonction de o I’aire du domaine plan délimité par ces

deux courbes (a est le nombre indiqué en 1.d).
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Sujet 19

Exercice 1 (4 points)

1° a) Résoudre dans Z*I’équation : 17x—7y =-3.
b) On considére un entier naturel A tel que: A=9[17]etA=6][7]

Déterminer les valeurs possibles de A .

¢) Déterminer A sachant que1896< A <2134 ;

2° a) Pour1<n<é6, calculer les restes de la division euclidienne de
3"par7.

b) Démontrer que pour tout n, le nombre 3"*° - 3" est divisible par7.
En déduire que 3"*° et 3" ont le méme reste dans la division
euclidienne par7.

¢) A Paide des résultats précédents, calculer le reste de la division
euclidienne de 3" par7.

d) De maniere générale, comment peut-on calculer le reste de la
division euclidienne de 3" par7, pournquelconque ?

e) En déduire que, pour tout entier natureln, 3"est premier avec7.

3°Soitu, = 1+3+3*+....+3"".
Lo
a) Montrer que u, =E(3 -1)

b) Déterminer les valeurs de n telles que u, soit divisible par7.

¢) Déterminer tous les diviseurs de u,.
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Exercice 2 (4 points)

Dans le plan orienté, on considére un triangle ABC équilatéral direct

de centre O et de cotéa,

(a>0). Soient1,Jet K les milieux respectifs des segments [BC],
[CA] et [AB]

1° a) Faire une figure illustrant les données précédentes que 1’on
complétera au fur et a mesure. (On pourra prendre la droite (AB)
horizontale)

b) Montrer qu’il existe une unique rotation r, qui transforme A en B
et C en A.

¢) Déterminer un angle de r, et préciser son centre.

2° On considére la rotation r, de centre A et d’angleg. Déterminer
ror,(B) et caractériserr,or, .

3° On considére les points D et E symétriques respectifs de I par
rapport a J et K.

a) Montrer qu’il existe un unique antidéplacement g qui transforme

AenKetJenE.
b) Justifier que g est une symétrie glissante. Déterminer g(D) et

donner la forme réduite de g.
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4° a) Montrer qu’il existe une unique similitude directe s, qui
transforme Ben I et C en J.
b) Déterminer le rapport et un angle des, . Justifier que O est le centre

des,.

5° Soit s, la similitude directe qui transforme C en J et K en A.
a) Donner un angle et le rapport des,.

b) Déterminer le centre des,.

c¢) Déterminer s,os, (A). Caractérisers,os, .

Exercice 3 (5 points)

Dans le plan orienté, on considére un carré ABCD de centre O tel que
(AB;AD) = g [27].

On désigne parE et O, les symétriques respectifs de A et O par
rapport a la droite (BC)

1°a) Soit r la rotation définie par r(B)=Cetr(C)=D. Préciser
I’angle et le centre de r.

b) Soitf=roS,, . Déterminerf(C)etf(A) puis caractériser f.

2° On désigne par g I’antidéplacement défini par g(D)=Bet
g(0)=0,. Montrer que g est une symétrie glissante et déterminer sa

forme réduite.
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3°) Soit S la similitude directe telle que S(A)=B et S(E)=C

a) Déterminer I’angle et le rapport de S. Construire son centre Q.
b) Déterminer r™' -S(A), puis montrer que r' oS est une homothétie
que ’on caractérisera.

¢) Montrer que S((CE))=(cA), en déduire que S(C)=0.

d) Montrer que Q , O et E sont alignés.

4°) Soit S' la similitude directe de centre C, qui transforme B en A.
a) Déterminer le rapport et ’angle deS'.

b) Déterminer S'-S'-S(E) puis caractériser S'=S'S.

Exercice 4 (7 points)

Soitg la fonction définie sur ]0,+ par :g(x)= iz+ 1-4Inx.
X
1° a) Dresser le tableau de variation deg.
b) Montrer que I’équation g(x) = 0 admet une solution uniqueo et

queld<a<ls.
c¢) En déduire le signe deg(x).

2° On consideére la fonction f définie sur Jo,+oo[ par :f(x)= (ln—xz)z .
1+x
a) Montrer que f est dérivable sur ]0,+[ et que : f'(x)= %.
1+x

b) Dresser le tableau de variation def .
3° a) Donner une équation de la tangente(T) a la courbeC; en son

point d’abscisse1.
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b) Montrer que pour toutx>0 ,inx<x-1. En déduire que :
4—(1+x2)
()L (o XL
4 4(1+x%)
c¢) Déterminer la position relative de C, et (T) (on pourra distinguer
les casx<1 etx>1).

d) Tracer(T) etC, dans un repére orthonormé(o,i]) . On prendra

a=145 etf(a)=0.04.

4° Pour x>0, on pose F(x) = [, f(t)dt.

(l—xz)lnx
(1+x2)2

b) Soith la fonction définie sur [0,;[ par :h(x)=tanx. Montrer queh

a) Montrer queF est dérivable sur ]0,+o[ et que F'(x) =

est une bijection de {0,%[ sur[0,+oo| .

c) Montrer queh™ est dérivable[0,+xc[ et que :(h“)'(x) = 1+1 —.
X

1 (1 _ xInx

d) Montrer que pour toutx> 0 :F(x) =5[h ‘(;)—h l(x):|+ .

e) Calculer les limites suivantes : lim F(x) et lim F(x). Dresser le

— X—>+

tableau de variation deF .
f) Soit G la fonction définie sur 0,4+ par: G(x)=F(x)six>0,

G(0)= % . Montrer que G est un prolongement continu deF en0 et

donner ’allure de la courberdeG.
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Sujet 20

Exercice 1 (5 points)

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (o;u,v) .

1) On pose : P(z) =2’ —(6+5i)z>+ (1+20i)z+14—5i ou z est un nombre
complexe.

a) Montrer que I’équation P(z)=0 admet une solution imaginaire
pure.

b) Résoudre, dans I’ensemble des nombres complexes, I’équation
P(z)=0.

2) On considére les points A,B et C d’affixes respectives z, =i,

z, =4+i et z, =2+3i. Pour tout point M du plan on pose

¢(M) = 3MA*-2MB?+ MC? et I', I’ensemble des points M tels que
o(M)=k , ou k est un réel.

a) Calculer DPaffixe du point G barycentre du systeme
{(A33),(B;-2),(C; 1)}

b) Vérifier que ¢(G)=—44 puis discuter suivant les valeurs de k, la

nature deT’, .

c) Déterminer et construireI',,.
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3) Soit f P’application qui a tout point M(x,y) d’affixe z associe le

point M'(x',y") d’affixe z' tel que: z'= 324_Z ;( z est le conjugué

de z) et soit T le cercle d’équation (x+ 3)* + (y —2)* = 50.

a) Ecrire x' et y' en fonction de x et y.

b) Donner une équation cartésienne de I’ensembleI"' image du cercle
par Papplicationf .

¢) Montrer que I''est une ellipse dont on déterminera le centre, les

sommets et I’excentricité.
d) Représenter I'et I''sur la figure précédente.

Exercice 2 (5 points)

On se propose dans cet exercice de calculer la limite de la suite

Un!

numérique de terme général U = ,n>2.

n

On considére la fonction f définie sur ]0,+o[ par f(x)=x*-2Inx.

1) Dresser le tableau de variation de f et vérifier que f est strictement

décroissante sur ]0,1].
1
2) Soit L. e R" ; On pose I(L) = L f(x)dx.

1
a) En utilisant une intégration par parties, calculer L In xdx.
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b) En déduire le calcul de I(L) puis lirrgr IA).

A—>0

3. Soit neN, n>2; keN tel que 1<k<n on pose:
1<, k
S =—)» f(—).
" n; (n)

1. k+1__ = 1.k
a) Montrer que: —f(—)SIk" f(dt<—1(—) ; pour
n n - n n

1<k<n-1.
- 1.1 1 .
b) En déduire que: S ——f(—)<I(—)<S, puis que:
n n n
1 1. 1.1
I(—-)<S, <I(—)+—1f(>).
n n n n

¢) En utilisant 2.b) et 3.b) montrer que lim S, = g

n—>+w

n n

N k !
4.a) Montrer que : ZIn [—) =In (n—nj .
k=1

b) Montrer par récurrence que pour tout entier neN",

z":kz _ n(n+1)6(2n+1) .

_2n’+3n+1
n 6n2

¢) En déduire que: S —2InU, . Déduire de ce qui

précede lim U, .

n—>-+0
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Exercice 3(5 points)

1.a)Trouver la solution générale de D’équation différentielle
y"-2y'+y=0.

b) Donner la solution particuliére dont la courbe dans un repére
orthonormé (O;i,j)admet la droite d’équation y=x comme
tangente a ’origine O.

2) Soit 1a fonction paramétrique f définie sur R par f (x)=x"e*. n
est un entier naturel n>1.

Soit (C,) 1a courbe représentative de f, dans un repere orthonormé
(051, J) -

a) Démontrer que toutes les courbes (C,) passent par deux points
fixes que I’on déterminera.

b) Etudier les positions relatives de (C,) et (C,,,).

3.a) Etudier la fonction f(x)=f,(x)=xe" et dresser son tableau de

variation. Tracer la courbe (C,).

b) Calculer I’aire du domaine plan limité par la courbe (C,) , ’axe
des abscisses et les droites d’équations x=0 et x=1.

4) On considére la suite numérique(I,) définie pour tout entier
1
naturel n>1 par I, =(-1)" IO x"e*dx .

a) Montrer que I, =-1
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b) Montrer que pour tout entier naturel n>1, <<

n

n+1 n+1

déduire lim I .

n—+00

¢) Montrer, a I’aide d’une intégration par parties, que pour tout

entier naturel n>1: I, =(-1)""e+(m+ DI, .

1(2x7 +5x% —x—4)e*
0 x+1

dx.

d) En déduire le calcul de ’intégrale J =

Donner la valeur de J sous la forme ae+b ou a et b sont des entiers

relatifs.

Exercice 4 (5 points)

Dans le plan orienté on considére un triangle équilatéral direct ABC

de centre O et de coté a,(a>0). Soient I, Jet K les milieux

respectifs des segments [BC], [CA] et [AB].

1.a) Faire une figure illustrant les données précédentes (on prendra

(AB) horizontale).
b) Montrer qu’il existe une unique rotation r, qui transforme B en C

et J en K. Caractériser r,.

c¢) Soit 1a rotation r, qui transforme B en C et K en J. Préciser le

centre et un angle de r,.

2.a2) Soit f=r or, et g=r,or, . Caractériser fetg.
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b) Montrer que gof =t ou t.est la translation de vecteur BC.

¢) Pour tout point M du plan on note f(M)=M, et gM)=M,.
Montrer que les quadrilateres MBM,A et MCM,A sont des
parallélogrammes.

3.a) Montrer qu’il existe une unique similitude directe s qui

transforme B en I et C en J. Déterminer I’angle et le rapport de s.
b) Déterminer s(A) et s(O).

¢) Caractériser la composée h=r, os.

4) Soit T Dellipse de foyers I et J passant par C.

a) Montrer que KeTI'.

b) Construire les sommets de r . Justifier la construction.

5) On muni le plan d’un repére orthonormé direct (Q;u,v) tel que Q

est le milieu de [1J] et QI =%aﬁ ou a est la longueur du coté du

triangle ABC.

a) Donner une équation cartésienne de T dans le repére (Q;u,v).

b) Montrer que I’excentricité de I est e= % .
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Sujet 21

Exercice 1 (3 points)

On s’intéresse a la durée de vie, exprimée en semaines, d’un
composant électronique. On modélise cette situation par une loi de
probabilit¢é p de durée de vie sans vieillissement définie sur
Pintervalle [0 ; +o [ : la probabilité que le composant ne soit plus en

état de marche au bout de 7 semaines est p([0 ; t[) = I(: Ae™dx. Une

étude statistique, montrant qu’environ 50 % d’un lot important de
ces composants sont encore en état de marche au bout de 200
semaines, permet de poser p([0;200[) =0,5.

1. Montrer que A = ln_2 .
200

2. Quelle est la probabilité qu’un de ces composants pris au hasard
ait une durée de vie supérieure a 300 semaines ? On donnera la

valeur exacte et une valeur approchée décimale au centiéme pres.

3. On admet que la durée de vie moyenne d_ de ces composants est

A
la limite quand A tend vers +o de jo Axe™™dx.

—AAe™ —e™ 11
A

b. En déduire d_ ; on donnera la valeur exacte et une valeur

A -Ax
a. Montrer que IO Axe™dx =

approchée décimale a la semaine prés.
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Exercice 2(4 points)

On considére dans C I’équation ( E) :z3 — 2(\/§ + i)z2 + 4(1 +
iV3)z—8i=0
1.a) Vérifier que z, = 2i est une solution de I’équation ( E) puis

résoudre ( E) dans C.

b) Donner la forme exponentielle de chacune des solutions de ( E)

2) Soit 0 un réel et Eg I’équation :
z3 — 2e'%(V3 +1i)z% + 4e?1%(1 + iV3)z — 8ie3® = 0
a) Démontrer que (ze '9) est une solution de (E) si et seulement si z est
une solution de Eg.
b) En déduire les solutions de I’équation (F) :
23 +2(V3+i)z2 +4(1+iV3)z+ 8i = 0.
3) pour z € C — {—i}; on pose f(z) = i
a) montrer que f(ei“) = % (1 +itan (g - %)).
b) Montrer que si f(z) = el® alors z = — % (cot (g) +1)
¢)En déduire une écriture algébrique des solutions de

Iéquation : z* = %(1 +iV3)(z+1)*

Exercice 3 (4 points)

Dans le plan orienté on considere un rectangle direct ABCD tel

que AB=1 et BC = 2. On appelle M le milieu du segment [BC]
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, N le milieu du segment [AD] et E le symétrique de M par rapport
aN

1)Faire une figure illustrant les données précédentes que I’on
complétera au fur et 3 mesure.

2-a) Montrer qu’il existe une unique rotation r qui transforme B en
NetMen E.

b) Préciser ’angle et le centre de r

¢) On pose f = Sy o r determiner f(A) et f(B) puis déterminer la
nature de f et la caractériser.

3) Soit S la similitude directe telle que: S(A) =M et S(B) = D.
Déterminer le rapport et I’angle de S.

4) On se propose dans cette question de préciser la position du
centre P de la similitude S.

a) Les droites (AB) (DM) se coupent en I. Démontrer que les
points A ,P.M et I sont cocycliques . En déduire que :

BM = BP = BA.

b) Démontrer que DM = DP. En déduire que P est le symétrique
de M par rapport a la droite (BD).

5) Le plan est muni d’un repére orthonormé direct tel que

z,=0, z,=1etz, =2i.

a) Déterminer ’expression complexes de S et I’affixe de P.

b) Vérifier que P est bien le symétrique de M par rapport ala

droite (BD) en montrant que

AMIMATHS Controle Continu — Terminale - Mathématiques (BAC C) 98



BM = BP et que les droites (PM) et (BD) sont orthogonaux.
6) pour tout entier naturel. On définit une suite de points (L)
par:Lo=D L, =S(L,) ou$’
est la réciproque de S . On pose
d, =LoL; + LyLy + e eee e+ LyLysq, neN.
a) Placer les points Ly, L;,L, et donner une

expression simple de d,,

b) Calculer la limite lilP S, et Pinterpréter.
n—+oo
¢) Montrer que les points P,L,, Lyp1g sont alignés

Exercice 4 (3 points)

1+Inx

£(0) = 1

1.a) Déterminer le domaine de définition de f.

Inx
Soit f 1a fonction définie par : {f(x) - , x#0

b) Etudier la continuité et la dérivabilité de f en 0.
¢) Dresser le tableau de variation de f.

d) Tracer la courbe (¢ dans un repére orthonormé(0,1 J).

2) On cherche a calculer Pintégrale : L = | le % (f(t))gdt

e dt

a) Calculer les intégrales : 1= | L et J = fl t(1+In0)2

1 t(1+Int)
b) Déterminer les réels a, b et c tels que :

(f®) =a+— ¢

1+Int + (1+Int)2
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¢) Calculer Dintégrale: K = | le % (f (t))zdt
d) En utilisant une intégration par parties montrer que :

L= —1+3K. Calculer L.
8 2

Exercice 5 (6 points)

Pour tout n € N* on considére la fonction f,, définie sur R par :
f,(x) =(1—x)"e*.
C, sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0,1,7) .

L’unité graphique est 2cm.

Partie A
1 )- Montrer que toutes les courbes (, passent par deux points

fixes A et B dont on précisera les coordonnées .

2)-a) montrer que pour tout n € N*; lim f (x) =0
X—>—0

. f
b) Etudier suivant la parité de n, lim f (X) et lim & :

X—>+0 X—>+00 X

3)- a) Dresser le tableau de variation de f; etde f,

b)- Etudier la position relative de C; et (,

¢)- Tracer C; et C, dans le repére orthonormé (0,1,])

4) a) On pose : G(x) = (ax? + bx + c)e*.Déterminer les réels a, b et
c tels que G soit une primitive

de f; — f; surR
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b)-Calculer I’aire du domaine plan limité par les courbes (; et (;

etles droites x=0 et x=1

Partie B
Pour tout n € N* , On pose : @,(X) = fol_f f,(H)dt

1) a)- Calculer @4 (x) au moyen d’une intégration par parties.

b)-Montrer que ligrn @1(x) = —
X—-+ 00

¢)- En intégrant par parties @,1(X) montrer que : @,,1(X) =

X

(m+De,® -1+ (%)n+1 ee 2

] X n+1 X
d)-Montrer que : Vn € N* lim (—) ee 2=0

x—+00 \2
2)a)- Montrer par récurrence ¢,, admet en +oco une limite finie L

et vneN" L, =—-1+m+ 1)L,

b) Montrer Vn € N* L, = —n! Zﬂ:o%

Un — Pn (0)

n!

3) On pose pour tout n € N* :

a) Calculer, U,

1

b) Montrer que : Vn € N* U,,; = U, — (n+1)!

c) Montrer Vvne N* U, =e— Zﬂ:o%
d) Montrer que Yne N* 0 < U, < i'

¢)En déduire lim U, et llm Yk Oku

n—-+oo
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Sujet 22

Exercice 1 (3 points)

On admet que 13% d’enfants, moins de 12 ans, d’une ville, ont eu
dans leur vie une crise d’asthme. Les services sanitaires de la ville
décident de réaliser une étude et d’évaluer la proportion d’enfants
moins de 12 ans ayant déja eu des crises d’asthme. Ils sélectionnent
de maniére aléatoire 100 enfants moins de 12 ans. Le medecin
responsable a pris la décision suivante : si la proportion observée est
supérieure a la borne supérieure de D’intervalle de fluctuation
asymptotique au seuil de 95% alors une investigation plus complete
sera mise en place afin de rechercher les facteurs de risque pouvant

expliquer cette proportion élevée.

1) Déterminer P’intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de
95% de la proportion d’enfants moins de 12 ans ayant eu une crise

d’asthme dans un échantillon de taille 100.

2) L’étude réalisée auprés des 100 personnes a dénombré 19 enfants
moins de 12 ans ayant déja eu des crises d’asthme. Que pouvez-vous

conclure ?
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3) Le médecin n’est pas convaincu par cette conclusion et déclare que
le nombre de personnes interrogées était insuffisant pour mettre en
évidence qu’il y avait plus d’enfants ayant eu des crises d’asthme que
dans le reste du pays. Combien faudrait-il prendre de personnes
pour qu’une proportion observée de 19% soit en dehors de

P’intervalle de fluctuation asymptotique ?

Exercice 2 (3 points)

L’espace E est rapporté a un repére orthonormé (O;f,j, E) .

On considére le plan P d’équation 3x+4z-5=0, et ’ensemble de [ des
points du plan (xOy) équidistants du plan P et de I’origine O.

1° Calculer la distance au plan P d’un point M, de E de coordonnées
(X0sYo0sZo). En déduire que I" admet pour équation dans (O;T,j) :

3x -5
X2+ 2:
Y ( 5 j

2° Montrer que I" est une conique de foyer O et de directrice D,
d’intersection des plans P et (xOy). Déterminer son excentricité.

3° Préciser la nature, le centre et les sommets de (les coordonnées seront
données dans le repére (O;ij) du plan (xOy) . Représenter " dans ce

repeére.
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Exercice 3 (4 points)

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (O;u,v) .
1) On pose: P(z)=z’—(11+6i)z>+(28+38i)z—12—-60i oU zest un
nombre complexe.
a) Calculer P(2+2i) et déterminer les nombres aet btels que pour
tout zde C :

P(z)=(z—2-2i)(z*+az+Db).
b) Résoudre, dans I’ensemble des nombres complexes, I’équation
P(z)=0.
¢) Soient les points A, B et C images des solutions de I’équation
P(z)=0 avecIm(z,)<Im(z,) <Im(z.). Calculer I’affixe du point G
barycentre du systéme {(A;2),(B;-3),(C;3)} et placer les points A ,B ,C et
G.
2) Pour tout point M du plan on pose ¢(M)=2MA?>-3MB*+3MC* et
I, ’ensemble des pointsM tels que ¢(M)=m, ou m est un réel.
a) Discuter suivant les valeurs de m, la nature deT .

b) Reconnaitre et tracer T, .

Exercice 4 (4 points)

Dans le plan orienté on considere un rectangle direct ABCD de

longueur AD tel que AB=a et AD=2a,(a > 0). Soient I, J, K et L
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les milieux respectifs des segments [ AB], [BC], [CD] et [ DA ]. Soit
O le centre du rectangle ABCD.
1.a) Faire une figure illustrant les données précédentes.

b) Montrer qu’il existe une unique rotation r qui transforme B en L

et A en D. Préciser le centre et un angle de r.

2.a) Montrer qu’il existe un unique antidéplacement g qui

transforme I en D et B en K.

b) Montrer que g est une symétrie glissante et vérifier que g(J)=0.

¢) Donner la forme réduite de g.

3.a) Montrer qu’il existe une unique similitude directe s qui
transforme A en C et B en L. Déterminer I’angle et le rapport de s .
Montrer que s(J)=B .

b) Soient T, le cercle de centre A passant par B, et ', le cercle de
centre C passant par L. Justifier que s(T',)=T,.

4) On désigne par P le centre de s.

a) Montrer que P est situé sur les cercles T, et T',. Préciser P.

b) Vérifier que P est le symétrique de L par rapport a (AC).

¢) Soit E le symétrique de L par rapport a D. Vérifier que P est
situé sur la droite (BE).

5.a) Soit R le symétrique de L par rapport a J. Montrer que s(L) = R

b) Soit M un point de T, distinct de P. On note sM")=M".
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Montrer que :

i) La droite (MM”’) passe par un point fixe que I’on précisera.

ii) Le triangle MM’M”’ est rectangle isocéle.

¢) Soit Q le point diamétralement opposé a P sur le cercle T,.

Calculer en fonction de a ’aire du triangle MM’M”’ pour chacune

des positions suivantes du point M :
i)MestenB ;

ii) MestenL ;

iii) M est en Q.

Exercice 5 (6 points)

Soit la fonction f définie sur ]—1,+oo[ par f(x)=In(x+ 1)—L1 . Soit (C)
X+

la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O;i, j).

. f
1. a) Montrer que lim f(x)=+co et lim f(x) =+w puis calculer lim ® .
x—>-1* X—>+0

o X
Interpréter.

b) Dresser le tableau de variation de f.

¢) Montrer que la courbe (C) admet un point d’inflexion dont on donnera
les coordonnées.

d) Tracer la courbe (C).

2. a) Calculer Iﬂx In(1+t)dt et déterminer la primitive F de f sur ]—1,+w[
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qui s’annule en 0 (On pourra écrire f(x) =In(x+1)— 1+L1).
X+

b) Pour tout entier naturel n>1, on note A I’aire du domaine plan

délimité par la courbe (C), ’axe des abscisses et les droites d’équations

. 1 . .
respectives x=0 et x=—. Donner I’expression de A en fonction de n.
n

3.a) Trouver I’expression de la fonction f_dont la courbe représentative
(C,,) est’image de (C) par ’homothétie de centre I’origine O(0,0) et de
rapport m ou m est un réel strictement positif.

b) Justifier que les courbes (C,) ont un point commun a déterminer.
¢) Justifier que les points d’inflexion des courbes (C,) sont alignés.

4) Dans la suite de I’exercice on prendra x réel tel que x e ]0; 1|: et n un

entier naturel non nul.

n+1 n+1 n+1
a) Montrer que pour tout n: —_Z( D*'x* + = li
+X
n+l1
b) En déduire que : In(1+x)= Z( ) +( | hdt

¢) En utilisant a) et b) ; montrer que :

n+1 1 k (_1)n+2 Xn+2 n+1
f(x <! xS+ ey gt
)= Z( ) x+1 D) 1
Xn+2
d) Montrer que : 0< '[ —dt < .
n+2
n+1 k
e) En déduire que : f(x) = 11mZ( 1)* 1=k

k
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Sujet 23

Exercice 1 (3 points)

Entre les deux tours d’une élection municipale, il ne reste que deux
candidats A et B en lice. Lors d’un débat télévisé, A affirme sur la foi
d’un sondage secret que si I’élection avait lieu maintenant, il
gagnerait largement avec 60% des voix. Avant la fin du débat, B fait
effectuer un sondage par téléphone aupreés de 200 personnes en age

de voter. Le résultat donne 104 personnes en faveur de A.

1) En supposant que le sondage secret refléte fidélement I’opinion
des électeurs le jour du débat, donner ’intervalle de fluctuation a
95% de la fréquence des personnes favorables a A sur un échantillon
de 200 personnes.

2) Que peut-on dire suite au résultat du sondage demandé par B ?
3) Reprendre les deux questions avec un intervalle de fluctuation au

seuil de 98%.

Exercice 2 (3 points)

Une substance se dissout dans 1'eau. On admet que la vitesse de
dissolution est proportionnelle a la quantité non encore dissoute

(quantité restante).
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A l'instant t = 0 (t en minutes), on place 20 grammes de cette
substance dans une grande quantité d'eau. On observe que les dix

premiers grammes se dissolvent en cinq minutes.

On note f(t) la quantité dissoute aprés t minutes, en grammes.

—In2

1) Justifier que f(t)=20e 5

2) Combien de temps faut-il encore attendre pour qu'il reste

seulement 2g ?

Exercice 3 (4 points)

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (O;u,v). Pour
tout nombre complexe zon pose : P(z)=z'—(9-i)z" +(28—5i)z—32+4i
1.a) Calculer P(4) et déterminer deux nombres a et btels que pour
tout nombre complexe z on a: P(z) = (z—4)(z" +az+b)

b) En déduire ’ensemble des solutions de I’équation P(z)=0.

2) On considere les points A, B et C images des solutions de
I’équation P(z)=0 tels que z, =4, Imzyz >0 et Imz.<0.

a) Donner I’expression complexe de la similitude directe s de centre
C qui transforme A en B.

b) Déterminer le rapport et un angle de s.

3) Pour tout nombre complexe z on pose :

Qz)=7"-(5-1)z+8-i .
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On note I' I’ensemble des points M d’affixe z tels que Q(z) soit
imaginaire pur (ou nul).

a) En posant z=x+iy, donner une équation cartésienne de T et
montrer que I'est une hyperbole de centre Q(%,—%) .

b) Préciser les sommets et les asymptotes de T puis la construire.

Exercice 4 (5 points)

Dans le plan orienté on considére un carré direct ABCD de coté a,
(a>0).
SoientE et F les symétriques respectifs des points C et B par

rapport a (AD). Soit G le point tel que le triangle DBG soit
équilatéral direct. Soient I et J les milieux respectifs des segments
[DB]et [DF].

1.a) Faire une figure illustrant les données précédentes que I’on

complétera au fur et & mesure.

b) Montrer qu’il existe une unique rotation r, qui transforme Den
Get Fen B.Préciser ’angle et le centre de ;.

¢) Soit la rotation I, qui transforme GenE et B en A. Préciser
I’angle et le centre de T, .

d) On pose r =1, or;. Déterminer r(D)et r(F). Caractériser I'.
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2. On consideére DI’homothétie h de centre B et de rapport k =%.

On note s=hor.
a) Montrer que S est une similitude directe. Préciser le rapport et un
angle de S.

b) Soit Q le centre de S. Montrer que 2 appartient a deux cercles
I'; et I',que I’on déterminera.

¢) Déterminer deux réels oetp tels que € soit le barycentre du
systéme {(E, oc);(I,B)} . Placer Qsur la figure.

3. On considére ’ensemble I' des points M du plan tels que
MA +ME = 2a ou aest la longueur du coté du carré ABCD.

a) Montrer que I'" est une ellipse passant par D.

b) Préciser les sommets, les longueurs des axes de I" et calculer son
excentricité e.

¢) Déterminer I'' = s(I") puis construire I" et I"'.

Exercice 5 (5 points)

Soit fla fonction définie sur [2,+oof par : f(x) = ln(x+ VX - 4) etC,sa

courbe représentative dans un repere orthonormé (O s, j)

1° a) Montrer que fest dérivable sur ]2,+o[ et calculerf'(x).

b) Etudier la dérivabilité de fen 2et dresser le tableau de variation

def.
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2° a) Etudier la position relative de C, par rapport a la droite A
d’équationy =x.
b) Etudier la branche infinie de C; en+w.

¢) Tracer la courbe C, dans le repére(o ;f,]) .

3° a) Montrer que fest une bijection de [2,+c[ sur un intervalle Ja
déterminer.

b) Tracer la courbe C__, dans le repére(o ;f,]) .
¢) Expliciter ’expression de f"l(x) pourxelJ.
2
o . — X
4° Pour xe]0,1] on pose : F(x)= L f(t)dt.
a) Justifier ’existence de Fsur P’intervalle Jo,1].

b) Montrer que Fest dérivable sur ]0,1] et calculer F'(x).
5° a) Montrer que pour toutte[2,+wo[ , f(t)>Int.
2
b) Calculer I’intégrale : L" Intdt .
¢) En déduire que pour toutx e ]0,1], F(x)> 3[ln [E)— 1] et en
X X
déduire : lim F(x).

x—0"

d) Dresser le tableau de variation de Fsur]o,1].

e) Tracer la courbe I'dans un repére(O ;f,]) .
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